
 

 1 

فرارفت کمیت کاربست به   :کرهبالا بر روی شبکه مکعبهای تفاضل متناهی مرتبهروش

 ای غیرفعال نرده

 
 الیاد باقرزادگان 1، علیرضا محبالحجه *2، سرمد قادر3

 

 1bagherzadegan.eliad@gmail.comدانشجوی دکتری  هواشناسی، مؤسسه ژئوفیزیک دانشگاه تهران، 
 2amoheb@ut.ac.ir استاد، گروه فیزیک فضا، مؤسسه ژئوفیزیک دانشگاه تهران، 
 3sghader@ut.ac.ir استاد، گروه فیزیک فضا، مؤسسه ژئوفیزیک دانشگاه تهران، 

 

 

 

 چکیده

سازی پیاده این  اند. اگرچه  بالای معادله فرارفت بر روی آن ارائه شده کره مرکزی و حل تفاضل متناهی مرتبه سازی شبکه مکعبدر کار حاضر، پیاده 

های  کند، در این کار، صرفا به مقایسه روش های مختلف را ممکن میکارگیری عملگرهای تفاضل متناهی از نوع و مرتبه ای است که به به گونه 

و لیپفراگ با    ۴کوتای کلاسیک مرتبه  - گیری زمانی به دو روش رونگهبسنده شده است. انتگرال  ۶و    ۴،  2تفاضل متناهی صریح مرکزی مرتبه  

ها در معادله فرارفت با استفاده از آزمون گردش جسم انجام شده است. این روش  2ای درجه یک با مرتبه دقت  پالایه زمانی وایازش چندجمله 

ای گونه های موردی به های مکانی، زمانی و آزموناند. روش مورد مقایسه قرار گرفته  𝒞3 و    𝒞1 پذیریهای مشتق های کسینوسی با رده ب زنگوله صل

دهد که  ها نشان میاند که امکان بررسی عملکرد اجزای مختلف روش عددی و عوامل مؤثر بر دقت آنها تسهیل شود. نتایج آزمون انتخاب شده 

کارگیری حال به یافتنی را محدود کنند، بااین توانند مرتبه دقت دست گیری زمانی میپذیری پایین یا مرتبه پایین روش انتگرال اگرچه رده مشتق 

کاررفته در اینجا برای  های به توجهی بهبود دهد. تمامی روشطور قابلتواند خواص پایستاری مدل را به بالا میعملگرهای تفاضل متناهی مرتبه 

شود. نتایج آزمون بلندمدت نشان  های فضایی تأمین میگزین دارند که در این کار به وسیله پالایه پایداری نیاز به مقداری میرایی مصنوعی مقیاس

 تری برای پایداری محاسباتی نیاز دارند. های بالاتر به میرایی مصنوعی کمتر و تفکیکبالا های مرتبه دهد که روش می
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High-order finite difference methods on the cubed sphere: Application to passive scalar advection 

 

Summary 

The present work is part of our ongoing effort to make use of the cubed sphere for global atmospheric 

modeling applications. To this end, high-order numerical solutions of advection equation on the 

gnomonic cubed sphere grid are presented. Arbitrary-order one-dimensional interpolation based on 

spherical distance of the grid points have been used at the halo regions to bind the faces of the cubed 

sphere together. Although, the implementation of the model in this work is such that it makes using finite 

difference operators of various types and orders straightforward, we only discuss the results of 2nd-, 4th-, 

and 6th-order centered explicit operators. For time integration, the classical 4th-order Runge-Kutta 

method and the leapfrog method with a first-degree polynomial regression time filter with 2nd-order 

accuracy have been used. These methods have been compared by solving the advection equation using 

solid body rotations of 𝒞1 and 𝒞3 cosine bells. The long-range variant of this test is used to analyze the 

stability of the schemes. The methods and test cases have been chosen in such a way that facilitates the 

assessment of different components of the numerical scheme and factors affecting their accuracy. Results 

of the advection test cases, demonstrate that although low differentiability class of the advected field or 

low order of accuracy of the time integration scheme, could limit the actual order of accuracy of the 

solution, conservation properties of the model could, nevertheless, be improved significantly by the use 

of high-order finite difference operators. All of the methods used in this work need some scale-selective 

artificial dissipation for stability which has been supplied in the form of high-order explicit filters. Single-

parameter fractional filters (i.e. filters that remove only a fraction of the shortest waves) are used in the 

long-range integrations to determine the required amount of artificial dissipation for each method. 

Results demonstrate that lower-order methods and lower resolutions require more artificial dissipation 

for stability. Since there is no systematic cascade of variance to smaller scales in the solid body rotation 

test-case, application of filter does not reduce the order of accuracy of the normalized variance. Also, the 

minimum required dissipation which has been calculated here might not be sufficient in cases where 

there is such a cascade. Time traces of 2-norm of error display a linear increase with time with no jumps 

or transient increases. Although such transient increases are present in time traces of normalized mean 

and variance, which might signify grid imprinting, this does not pose a problem since these non-

conservation errors converge with or faster than the expected order. Overall, the results demonstrate the 

superiority of the high-order methods in terms of accuracy and performance. In long-range integrations, 

high-order methods exhibit convergence of errors at low resolutions even after 100 revolutions of the 

cosine bells. 

Keywords: gnomonic cubed sphere, advection equation, finite difference method, filter, fractional filter 
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 مقدمه  1

شده  های با حافظه توزیع( بهینه و اقتصادی هستند، ممکن است برای رایانه sharedهای با حافظه مشترک )ای که بر روی رایانه های عددی روش

(distributedنباشند. روش مناسب  بر هماهنگ(  مبتنی  و روش های طیفی  بر شبکه طول و عرض جغرافیایی های شبکه های کروی  مبتنی  مبنای 

و به منظور ارائه راه حلی برای مشکل قطب آغاز شد    1۹۶۰های جایگزین بر روی کره از اواخر دهه  نیافته( از این دسته اند. توسعه شبکه )کاهش

 cubedکره )هایی همچون مکعب(. شبکه 1۹۷2؛ سادورنی،  1۹۶۸؛ سادورنی و همکاران،  1۹۷۰،  1۹۶۸؛ ویلیامسون،  1۹۵۷)برای نمونه، فیلیپس،  

sphereلاگرانژی  ضمنی نیمه های تبدیل طیفی و نیمه ها با توسعه روش (. این شبکه 1۹۷2ها به کار رفتند )سادورنی،  ز برای اولین بار در همان سال ( نی

ها، کار بر روی آنها از سر گرفته  انداز تغییرات معماری ابررایانهو با مشخص شدن چشم  1۹۹۰عملا کنار گذاشته شدند، تا دوباره در اواخر دهه  

 (.1۹۹۷؛ تیلور و همکاران، 1۹۹۶؛ رنچیچ و همکاران، 1۹۹۶ ،شود )برای نمونه، رونچی و همکاران

آید،  های مختصات محلی در هر یک از آنها به دست مینهشت چهاربرَ و تعریف دستگاه کره که از تقسیم سطح کره به شش وجه هم شبکه مکعب 

عمق به کار رفت. به دلیل تغییر دستگاه مختصات در مرزهای وجوه ( ارائه و برای حل معادلات آب کم1۹۷2برای اولین بار توسط سادورنی )

سویه برای مشتق  ( در این مرزها، استفاده از عملگرهای یک 1۹۷2کره، نقاط نزدیک این مرزها نیازمند توجهی ویژه هستند. روش سادورنی )مکعب

( از  1۹۹۶مقیاس مورد استقبال قرار نگرفت. رونچی و همکاران )های شبکه بود. این روش به دلیل دقت پایین در مرزهای داخلی و مشکل نوفه 

شود که در  ای اطلاق می پوشانی به نواحیکره استفاده کردند. همپوشانی برای حل مسئله مرزهای داخلی مکعبقاط ضمیمه و هم اضافه کردن ن

پوشانی از این نظر که امکان بالقوه جداشدگی در حل آنجا محاسبات اصلی مربوط به حل معادله در بیش از یک وجه انجام شود. وجود نواحی هم 

پوشانی در وجوه مختلف هایی برای پیوند زدن نواحی هم(، رویکرد جذابی نیست و در چنین شبکه 2۰12کند )استنیفورث و توبرن،  را ایجاد می

یابی گیرند و مقادیرشان از طریق درون ای هستند که در درون وجوه همسایه قرار میبایست تمهیدی اندیشیده شود. نواحی ضمیمه، اما نواحیمی

های فیزیکی در نقاط ضمیمه وجود ندارد،  ی نیاز به اجرای پارامترسازیآید. همچنین در یک مدل جوّم معادلات به دست می و نه از حل مستقی

تواند مسئله جداشدگی را در  های فیزیکی میستونی و تجربی پارامترسازیپوشانی اجرای آنها لازم است. ماهیت تکدر حالی که در نقاط هم 

کارگیری نقاط ضمیمه در حل مشکل تغییر دستگاه مختصات در مرزهای  (. به2۰12پوشانی تشدید کند )استنیفورث و توبرن،  های دارای همشبکه 

کره  های دیگر حل مسئله مرزهای داخلی مکعبها از جمله کار حاضر قرار گرفته است. از روشداخلی بسیار مؤثر بود و مبنای بسیاری از پژوهش 

؛ پرسر و  1۹۹۶های مختصات در این مرزها )برای نمونه، رنچیچ و همکاران،  که برای گذار تدریجی میان دستگاه توان به اصلاح عددی شبمی

؛ لِوی  2۰۰۵؛ نرِ و همکاران،  2۰۰2،  2۰۰۰متناهی )برای نمونه، تامس و لافت،    عنصرهای  کارگیری روش( و به 1۹۹۸؛ پرسر،  1۹۹۸،  1۹۹۷رنچیچ،  

 ( اشاره کرد.2۰۰۹و همکاران، 

(. اگرچه تعامد  1۹۹۶؛ رونچی و همکاران،  1۹۷2ای اساسا نامتعامد است )برای نمونه، سادورنی،  ( شبکه Gnomonicکره مرکزی )شبکه مکعب

رسد در بسیاری از  کمک کند، به نظر مینیز  تواند به دستیابی به خواص عددی مطلوب در مدل  علاوه بر کاهش محاسبات در یک گام زمانی، می

های متعامد بر روی کره یا دچار همگرایی خطوط شبکه  رود. شبکه آید، به طرق دیگر از دست میچه از طریق تعامد به دست میموارد، بیش از آن 

های فیلیپس  ( از دسته اول و شبکه 1۹۹۶کره همدیس )رنچیچ و همکاران،  های طول و عرض جغرافیایی و مکعبپوشانی. شبکه هستند یا دارای هم

ای و متعاقب ( از دسته دوم هستند. همگرایی خطوط شبکه باعث کاهش کمینه فاصله شبکه 2۰۰۴تو،  یَنگ )کاگیاما و سا-( و یین1۹۵۷)فیلیپس،  

چه    ،شود. نتیجه این مسئله افزایش غیر قابل قبول هزینه محاسباتیهای زمانی صریح میتر شدن گام زمانی لازم برای پایداری در روش آن کوچک

گونه  های شبکه نیز همان پوشانی تکه های ضمنی است. همکارگیری روش صریح با گام زمانی کوچک و چه به دلیل استفاده از روش به دلیل به 

 تواند منجر به جداشدگی در حل شود. تر گفته شد، میکه پیش 

یافته و حل عددی معادله  های مختصات تعمیم( با استفاده از دستگاه Equiangularزاویه )کره مرکزی همسازی شبکه مکعبدر کار حاضر، پیاده 

های تفاضل متناهی سازی روشفرارفت به روش تقاضل متناهی بر روی آن مورد بررسی قرار گرفته است. همچنین، سعی شده است امکان پیاده 
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کارگیری آنها به جای پذیری به های موردی مختلف، توجیه کره نشان داده شده و با استفاده از مقایسه نتایج در آزمونبالا بر روی مکعب مرتبه

 های مرتبه پایین بررسی گردد.روش

گیری زمانی و عملگرهای تفاضل  کره، انتگرالسازی شبکه مکعب اند. جزئیات روش کار، اعم از پیاده تشریح شده   2معادلات حاکم در بخش  

های  ، نتایج آزمون۵کاررفته اختصاص دارد. در بخش  های موردیِ به به تبیین آزمون  ۴اند. بخش  آورده شده   3متناهی مشتق و پالایه در بخش  

گیری در بخش  بندی مطالب و نتیجه بحثی کلی درباره نتایج ارائه شده و در نهایت جمع  ۶اند. در بخش  موردی ارائه شده و مورد بررسی قرار گرفته 

 صورت گرفته است.  ۷

 معادلات حاکم  2

 شود، شکل دوبعدی معادله فرارفت، که به صورت زیر بیان می

(1) ∂𝜓

∂𝑡
+ v⃗ ⋅ ∇⃗⃗ 𝜓 = 0 

سازی یک هسته دینامیکی است. فرارفت اهمیت  کند. حل عددی این معادله، گام اول در پیاده سازی میفرایند انتقال در یک شاره پیوسته را شبیه 

شود. همچنین بخش  از طریق فرارفت انجام می  دارد. قسمت عمده انتقال جرم و انرژی در جوّ   های مختلف دینامیک و شیمی جوّ بالایی در جنبه 

هایی که در آنها فرارفت تاوایی  ای در آن دارد. حتی در مدلکننده ی متوازن است و فرارفت تاوایی پتانسیلی نقش تعیینبزرگی از شارش جوّ

  سازی شود )برای نمونه، شود، معمولا سعی بر این است که تحول تاوایی پتانسیلی دقیق شبیه سازی نمیپتانسیلی یا تاوایی به صورت مستقیم مدل

سازی آن را بر عهده دارد )رود،  ای است که هسته دینامیکی شبیه (. در هر صورت، فرارفت افقی یکی از فرایندهای اصلی2۰1۴توبرن و همکاران،  

های فیزیکی( را نیز مستقیما تحت تأثیر قرار های دیگر مدل )همچون فرایندهای شیمیایی، برخی از پارامترسازیتواند بخش ( و خطای آن می2۰11

 (.2۰1۴دهد )کِنت و همکاران، 

 روش انجام کار  3

کاررفته تشریح های فضایی به گیری زمانی، عملگرهای تفاضل متناهی مشتق و پالایه های انتگرال کره، روشسازی شبکه مکعبدر این بخش پیاده 

 اند. شده 

 کرهسازی شبکه مکعب پیاده  1-3

نهشت متناظر با  توان سطح کره را به شش قسمت )وجه( همهای کره میبا تصویر کردن یک مکعب محاط در کره، بر روی آن در امتداد شعاع

بندی بر اساس های مختصات محلی بر روی این وجوه و شبکه کره با تعریف دستگاه های مختلف شبکه مکعب وجوه مکعب تقسیم کرد. صورت 

های  های دایره کره مرکزی که در ادامه شرح داده خواهد شد، خطوط شبکه قطاع(. در شبکه مکعب 1آیند )برای نمونه، شکل  آنها به دست می

 عظیمه هستند. 

شده است. این نقاط که نقاط ضمیمه خوانده  ای اضافه کره چند ردیف نقاط شبکه تر گفته شد، به هر یک از وجوه مکعبگونه که پیش همان

ای اصلی وجوه یابی از نقاط شبکه ای و برداری در آنها از طریق درونهای مختلف نرده گیرند و مقادیر میدان شوند، در وجوه همسایه قرار میمی

های عظیمه را با یک قطر از اند. یک خانواده از دایره های عظیمه های دایره کره مرکزی قطاعای در مکعب آید. خطوط شبکههمسایه به دست می 

کنیم. خطوط شبکه هر وجه به دو خانواده دایره عظیمه تعلق داشته و دو وجه همسایه در یکی از این  شان مشترک است، تعریف میکره که میان

سازی، در نقاط ضمیمه به  شان است، مشترک هستند. بنابراین و با توجه به استفاده از تفکیک یکنواخت در این پیاده ها که شامل مرز میانواده خان

(. در این کار، 1۹۹۶شود )رونچی و همکاران،  ای مشترک انجام میبعدی در امتداد خطوط شبکه یابی یکیابی دوبعدی نیازی نیست و دروندرون
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شود.  کاررفته در حل، انجام میای بالاتر از مرتبه عملگرهای تفاضل متناهی مشتق به یابی در نقاط ضمیمه بر مبنای فاصله کروی نقاط و با مرتبه درون

ها یابیبا توجه به اینکه مقادیر یک میدان در یک ردیف از نقاط ضمیمه تنها به مقادیر آن در یک خط شبکه از وجه همسایه وابسته است، درون 

های معادلات مربوطه محاسبه شده و برای  یابی در آغاز هر اجرا با حل دستگاه شود. ضرایب درون زمان انجام میدر یک خط شبکه به صورت هم 

این ضرایب  های درونی هر وجه، ذخیره  کره با یکدیگر و همچنین تقارننهشت بودن وجوه مکعبشوند. به دلیل هم استفاده در طول اجرا ذخیره می

ای  شوند. نقاط شبکهضرایب برای یک برَ کامل ذخیره می  ،کره کافی است. البته در این کار برای سادگیبرَ از یکی از وجوه مکعبدر یک نیم

پوشانی میان کره میان سه وجه و سایر نقاط واقع بر مرزها میان دو وجه مشترک هستند. این نقاط تنها نقاط هم های وجوه مکعبواقع در گوشه 

های مختلف در آنها در هر گام زمانی با میانگین دو یا سه مقدار مربوطه  کره هستند و برای پرهیز از جداشدگی در حل، مقادیر میدان وجوه مکعب

 شود. جایگزین می

 

 

 

 های مختصات محلی.کره و جهت محورها در دستگاه گذاری وجوه مکعب. نام1شکل 

 

پیاده  در  کلی  مکعبرویکرد  شبکه  به سازی  و  بردارها  برای  دکارتی  مختصات  دستگاه  از  استفاده  اینجا،  در  به  کره  مربوط  روابط  کارگیری 

( در تعریف عملگرها است. بنابراین، بردارها در دستگاه مختصات محلی 2۰۰۵ووسْکی و بُت،  کیافته )برای نمونه، زدونهای مختصات تعمیمدستگاه 

بر روی وجوه مکعبهای مختصات محلی تعریفای دستگاه نمای طرحواره   2شوند. شکل  هر وجه ذخیره نمی نشان میشده  اگر کره را  دهد. 

[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]   ًبر حسب دستگاه مختصات دکارتی داده شده باشند )مثلا[𝑦, −𝑥, 𝑧]   برایF2 مختصات محلی افقی ،)ξ   وη    بر روی وجه مورد نظر

 شوند: به این صورت تعریف می

𝜉 الف(-2) = arctan (
𝑥2

𝑥1

) 

𝜂 ب(-2) = arctan (
𝑥3

𝑥1
) 

کره با توجه به  دهد. در هر وجه مکعب شده در این کار را نشان میسازیکره پیاده جهت محورهای مختصات محلی در هر وجه مکعب   1شکل  

𝑟در کنار   ηو   ξهای افقی  (، مختصه 1جهت آن )جدول   = |𝑟 |   اندازه بردار موقعیت(r   ،به عنوان مختصه قائم، دستگاه مختصات محلی آن وجه )

(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = (ξ, η, 𝑟)توان نشان داد که برای وجه مفروض در بالا دهند. می ، را تشکیل می 
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(3) [𝑥1,  𝑥2,  𝑥3] =
𝑟

δ
[1, tan(ξ) ,  tan(η)]  

δ  به ازای  = √1 + tan2(ξ) + tan2(η)  ای برای بردار موقعیت  توان رابطهاست. بنابراین میr    بر حسب مختصات محلی به دست آورد. با معلوم

( و تانسورهای متریک contravariant( و پادوَردا )covariantوَردا )بودن رابطه بردار موقعیت نقطه بر حسب مختصات محلی، بردارهای پایه هم

های  (. برای عملگرهای شیو و واگرایی نیز از تعاریف آنها در دستگاه 2۰۰۵ووسْکی و بُت،  کشوند )زدونوردا و پادوردا به سادگی تعریف میهم

(. اگرچه در حالت کلی عملگر لاپلاسی از ترکیب عملگرهای واگرایی و  2۰۰۵ووسْکی و بُت،  کیافته استفاده شده است )زدونمختصات تعمیم

(، 1۹۹۶تری دارد )برای نمونه، رونچی و همکاران،  کره مرکزی صورت ساده توان نشان داد که عملگر لاپلاسی در مکعبآید، می شیو به دست می

 که در اینجا از آن استفاده شده است.

 
 کره در کار حاضر. های استفاده شده برای وجوه مکعب. جهت1جدول  

,𝒙𝟏] کرهنام وجه مکعب 𝒙𝟐, 𝒙𝟑] 

F1 [𝑥, 𝑦, 𝑧] 

F2 [𝑦, −𝑥, 𝑧] 

F3 [−𝑥, −𝑦, 𝑧] 

F4 [−𝑦, 𝑥, 𝑧] 

F5  [𝑧, 𝑦, −𝑥] 

F6 [−𝑧, −𝑦,−𝑥] 

 

 

,𝑥1]کره.  های مختصات محلی وجوه مکعبای دستگاه . نمای طرحواره 2شکل  𝑥2, 𝑥3]   بر حسب دستگاه مختصات دکارتی[𝑥, 𝑦, 𝑧] شوند.  تعریف می

,𝑥1])توجه شود که برای وضوح تصویر، محورهای   𝑥2, 𝑥3] اند.(جایی نسبت به مبدا رسم شده با جابه 

 

: تعداد تقسیمات اصلی هر وجه در هر امتداد  𝑁𝑒(  2، ): شعاع کره 𝑎(  1)  شود:کره در این پژوهش با چهار مشخصه تعریف میهر شبکه مکعب 

 1−تا   𝑁𝑝−ها در نقاط ضمیمه از  های نقاط ضمیمه در هر سو )اندیس : تعداد ردیف𝑁𝑝  (3، )کنند.(تغییر می 𝑁𝑒تا   ۰ها در نقاط اصلی از )اندیس 

𝑁𝑒در یک سو و از   + 𝑁𝑒تا    1 + 𝑁𝑝  (  ۴و )  کنند.(در سوی دیگر تغییر می𝐼𝑤 یابی در نقاط ضمیمه ) شده در درون : تعداد نقاط استفاده𝐼𝑤 ≤

2𝑁𝑝 +  دهد.کاررفته در این کار نشان می های به شبکه در ( را 𝐼𝑤یابی ) ( و درون𝑁𝑝تعداد نقاط ضمیمه )  2جدول  (.1
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یابی در  کاررفته برای درونتعداد نقاط به 𝐼𝑤های نقاط ضمیمه در هر سو و  تعداد ردیف 𝑁𝑝. مشخصات شبکه در اجراهای مختلف در این کار.  2جدول  

 نقاط ضمیمه هستند. 

 𝑵𝒑 𝑰𝒘 پالایه مرتبه

 3 1 بدون پالایه  2

 ۵ 2 بدون پالایه  ۴

 ۷ 3 بدون پالایه  ۶

 ۵ 11 ( F10) 1۰پالایه مرتبه  ۶و  ۴، 2

 

 گیری زمانی انتگرال 2-3

و روش لیپفراگ با  ( 2۰1۰)دورَن،    ۴کوتای کلاسیک مرتبه  -های رونگهگیری زمانی معادلات حاکم با استفاده از روشدر این پژوهش، انتگرال 

که در اینجا  لیپفراگ  کاررفته از روش  بندی بهشود. صورت ( انجام می 2۰1۷جی و همکاران،  ز)یا  PR1(3,2)ای  پالایه زمانی وایازش چندجمله 

iiiPR1(3,2)-LF است و از مقادیر  2شود، یک روش مرتبه خوانده میα0 = 0.925  ،α1 = γو   0.85 = کند )یازجی و همکاران، استفاده می 0 

یاب پیش (. هزینه محاسباتی هر روش زمانی صریح تابعِ دو متغیر است: گام زمانی لازم برای پایداری و تعداد دفعات محاسبه تابع 1؛ جدول 2۰1۷

γدر هر گام زمانی. در اینجا، با توجه به استفاده از  =   iiiPR1(3,2)-LFدر هر گام زمانی نیاز است. روش یاب پیش تنها به یک بار محاسبه تابع  0 

است، هزینه محاسباتی آن تفاوت    2(. بنابراین، اگرچه مرتبه این روش  1؛ جدول  2۰1۷برخوردار است )یازجی و همکاران،    نیز  از پایداری مناسبی

 اسلین، که اساسا روشی مرتبه اول است، ندارد.-چندانی با روش لیپفراگ با پالایه رابرت

𝑐Δ𝑡تندی فاز باشند، عدد کورانت برابر با    𝑐گام زمانی و    Δ𝑡فاصله نقاط شبکه،    Δ𝑠اگر  

Δ𝑠
پایداری  کافی برای  خواهد بود. در صورتی که شرط    

 ( برای عدد کورانت تعریف شده باشد، برای حالت دوبعدی داریم:Lبعدی به صورت یک کران بالا )یک

  

  

  

  

max الف(-۴) (
𝑐Δ𝑡

Δ𝑠
) ≤

𝐿

√2
 

⇒ ب(-۴)  Δ𝑡 ≤
𝐿

√2
min (

Δ𝑠

𝑐
) 

 Since  ج(-۴)
μ𝐿

2

max(Δ𝑠)

max(𝑐)
≤

𝐿

√2

min(Δ𝑠)

max(𝑐)
≤

𝐿

√2
min (

Δ𝑠

𝑐
) 

Δ𝑡 :(الف) Sufficient condition for (د-۴) ≤
μ𝐿

2

max(Δ𝑠)

max(𝑐)
 

نامساوی   μ/√2  ج(-۴)رابطه    اولدر  ≤ min(Δ𝑠) /max(Δ𝑠) ≤ کوتاه   2√/1 نسبت  شبکه برای  فاصله  بلندترین  به  مکعبترین  در  کره  ای 

min(Δ𝑠)فاصله نسبت  در اینجا  متغیری کمکی است که    μدر این رابطه،    زاویه استفاده شده است.مرکزی هم /max(Δ𝑠)    در یک تفکیک را

 ۰٫۹۹۶۹شده در این کار حدود  های استفاده در تفکیک   μکمینه مقدار    دهد. ( نشان می2√/1نهایت ) از مقدار حدی آن در تفکیک بی   مشخص

𝑁𝑒)برای   = را برحسب   (د-۴) توان شرط پایداریای است. می( است. نکته مهم در اینجا رابطه خطی میان گام زمانی و بلندترین فاصله شبکه 16

𝑁𝑒  :نوشت 
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(۵) max(Δ𝑠) =
𝑎π

2𝑁𝑒
  ⇒   Δ𝑡 ≤

𝑎πμL

4𝑁𝑒 max(𝑐)
 

ساعت( باشد.    12شود که ضمن برآوردن شرط پایداری، کسری صحیح از بازه زمانی خروجی مدل )برای مثال  ای انتخاب میگام زمانی به گونه 

انتخاب شده است. بنابراین با    3۵٫۰تر از  کوچک  iiiPR1(3,2)-LFو در روش    1تر از  کوچک  RK4در این کار، عدد کورانت بیشینه در روش  

برابر یک است، نسبت هزینه محاسباتی   iiiPR1(3,2)-LFبرابر چهار و در روش  RK4در روش  یابپیش  که تعداد دفعات محاسبه تابع توجه به این 

کاررفته در این کار را  های زمانی به های شبکه و گامتفکیک   3خواهد بود. جدول    1٫۴دو روش )با فرض استفاده از روش مکانی یکسان( حدود  

 دهد. نشان می

 
ترین  بزرگ max(Δ𝑠/𝑎)های زمانی مربوطه.  های موردی گردش جسم صلب برای معادله فرارفت و گامکاررفته در آزمونهای به. تفکیک3جدول  

 اند.( )اعداد گرد شده  است.بر حسب درجه ای شبکه زاویه

𝑵𝒆 𝐦𝐚𝐱(𝚫𝒔/𝒂) (∘) 𝚫𝒕(s) 
RK4 iiiPR1(3,2)-LF 

2۴ 3٫۷۵۰۰ ۷2۰۰٫۰ 2۶1۸٫2 

32 2٫۸12۵ ۵۴۰۰٫۰ 1۹۶3٫۶ 

۴۸ 1٫۸۷۵۰ 3۷۵۶٫۵ 132۹٫2 

۶۴ 1٫۴۰۶2 2۷۸۷٫1 ۹۹3٫1 

۹۶ ۰٫۹3۷۵ 1۸۷۸٫3 ۶۶۴٫۶ 

12۸ ۰٫۷۰31 1۴1۶٫۴ ۴۹۹٫۴ 

1۹2 ۰٫۴۶۸۸ ۹۴۹٫۵ 333٫۶ 

2۵۶ ۰٫3۵1۶ ۷1۴٫۰ 2۵۰٫۴ 

3۸۴ ۰٫23۴۴ ۴۷۴٫۷ 1۶۶٫۸ 

۵12 ۰٫1۷۵۸ 3۵۷٫۰ 12۵٫2 

۷۶۸ ۰٫11۷2 23۸٫۰ ۸3٫۵ 

 

 تفاضل متناهی مشتق عملگرهای  3-3

از روشبرای گسسته  متناهی صریح مرکزیسازی فضایی  تفاضل  متناهی صریح   ۶و    ۴،  2های  مرتبه   با   های  تفاضل  است. عملگر  استفاده شده 

 شود:بر روی یک شبکه یکنواخت بدین صورت نوشته می Φام برای تابع دلخواه nبعدی مشتق یک

(۶) ∂𝑛Φ

∂𝑥𝑛 |
𝑗
=

1

Δ𝑥𝑛 ∑ 𝑎𝑘

𝑟

𝑘=−𝑙

Φ𝑗+𝑘 

مقادیر حدود   𝑟و    𝑙.  باشد  η  یا  ξافقی    های محلیتواند یکی از مختصه که در این کار می  است  𝑥فاصله نقاط شبکه در راستای محور    Δ𝑥که در آن،  

= 𝑙پایین و بالای سیگما بسته به روش تفاضل متناهی مربوطه هستند. در عملگرهای تفاضل متناهی متقارن،    𝑟  پهنای عملگر مربوطه  و برابر نیم

به   𝑎𝑘ضرایب    ۴. جدول  هستند متناهی صریح  تفاضل  از عملگرهای  ارائه میبرخی  این پژوهش را  به  کاررفته در  اشاره  برای  این کار  دهد. در 

 شود.استفاده می CSxو برای اشاره به تمامی آنها از   CS6و  CS2 ،CS4به ترتیب از   ۶و   ۴، 2عملگرهای تفاضل متناهی مرکزی مرتبه 

(. بررسی خطاهای فاز و دامنه  2۰1۰شده را به خوبی نشان دهد )دورَن،  سازی امواج بدتفکیکتواند توانایی یک روش در شبیه مرتبه دقت نمی 

های تفاضل متناهی متقارن، ها مفید باشد. در روش موجتری از طول تواند در شناخت رفتار آنها در طیف وسیع عملگرهای تفاضل متناهی مشتق می

توان خطای دهد. در این شکل میهای اول و دوم را نشان میخطای دامنه عملگرهای تفاضل متناهی برای مشتق   3خطای فاز برابر صفر است. شکل  

ر  تهای کوچکموجنیز مشاهده کرد. بازنمایی طول   10Δ𝑥تر از  های بزرگموجبالا حتی در طول های مرتبه را در قیاس با روش  2بالای روش مرتبه  
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(. البته در این  2۰1۰کند )دورَن،  های با بسامد بالاتر در حل شده و این امر طبیعتا گام زمانی لازم برای پایداری را محدودتر می منجر به تولید نوسان 

 استفاده شده است.  ۶نیز از گام زمانی مشابه روش مرتبه  ۴و  2های تفاضل متناهی مرتبه کار برای روش

 

 
 عملگرهای تفاضل متناهی مشتق اول مورد استفاده در این کار.  𝑎𝑘. ضرایب  ۴جدول  

𝒂𝟑  𝒂𝟐  𝒂𝟏  𝒂𝟎  𝒂−𝟏  𝒂−𝟐  𝒂−𝟑  مرتبه 

  
1

2
  0  −

1

2
    2 

 −
1

12
  

2

3
  0  −

2

3
  

1

12
   ۴ 

1

60
  −

3

20
  

3

4
  0  −

3

4
  

3

20
  −

1

60
  ۶ 

 

 

 برای مشتق اول ۸و  ۶، ۴، 2. خطای نسبی دامنه عملگرهای تفاضل متناهی مرکزی مرتبه 3شکل 

 

 های فضایی تفاضل متناهی پالایه  4-3

جانشده، رابطه  های جابه روند. در شبکه شده به کار میترین امواج تفکیکهای عددی به دلایل مختلف و معمولا برای حذف کوتاه ها در مدلپالایه 

دهد. بنابراین  به صورت یک مُد محاسباتی با بسامد صفر خود را نشان می   2Δ𝑥گسسته معادله فرارفت نایکنوا است و موج  (  dispersion)پاشش  

های بسیار کوتاه را نیز تحریک کند. به هر حال، بخش انتهایی طیف که جهت سرعت تواند موج های بلند می ای با بسامد پایین، علاوه بر موجچشمه

تواند کمکی به بهبود حل کند. مسئله مهم جلوگیری از اثر منفی این بخش از طیف و سازوکارهای  گروه در آن اساسا اشتباه است، قاعدتاً نمی

 ها، بر حل عددی است. حذف آن، از جمله پالایه 

ناوَردا )داده واریانسِ کمیتِ فرارفت انتقال واریانس از مقیاسinvariantشده در معادله فرارفت،  تر در تر به کوچکهای بزرگ( است. اگرچه 

تر های کوچکآزمون عددی گردش جسم صلب صرفا ناشی از خطای عددی است، اما در حالت کلی، واریانس دارای انتقال آبشاری به مقیاس 
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کاررفته در اینجا، صورتی های عددی به اتلاف بودن روشبی (. با توجه به  2۰11( است )توبرن،  non-robustبوده و بنابراین یک ناوَردای نااستوار )

های  یافته در مقیاسای، برای حذف واریانس اضافی تجمع چون پالایه عددی یا فراپخش( به عنوان یک مدل زیرشبکه گزین )هم از میرایی مقیاس 

ساز نیست، اما در اجراهای  های زمانی کوتاه مشکلنزدیک به مقیاس شبکه لازم است. اگرچه این مسئله در آزمون گردش جسم صلب در بازه 

به  مدل،  مقیاس بلندمدت  میرایی  مقداری  و  کارگیری  کمتر  محاسباتی  هزینه  دلیل  به  عددی  پالایه  است.  لازم  محاسباتی  پایداری  برای  گزین 

 های مختلف به کار گرفته شده است. تواند گزینه مطلوبی باشد و در این مطالعه به صورت تر نسبت به فراپخش میسازی ساده پیاده 

را   2𝑤با مرتبه  𝑥در جهت   ℱ𝓍ای تعریف شده باشد، پالایه عددی صریح متقارن بر روی یک شبکه یکنواخت دوره  ψبعدی دلخواه  اگر تابع یک

 کنیم: بدین صورت تعریف می

(۷) ℱ𝓍(ψ)|𝑥=𝑥𝑗
≡ ∑ 𝑏𝑘

ψ𝑗+𝑘 + ψ𝑗−𝑘

2

𝑤

𝑘=0

 

( و حداکثر مرتبه دقت ممکن پالایه به  2Δ𝑥موج  )طول   π/Δ𝑥برای عدد موج   𝑇این پالایه با اعمال شرط سازگاری، مقدار تابع انتقال   𝑏𝑘ضرایب 

𝑇(π/Δ𝑥)طور کامل حذف کند، یعنی  موج را به ترین طول (. در صورتی که پالایه کوتاه 2۰1۸آیند )برای نمونه، برَشه،  دست می = ، پالایه را  0

بنابراین پالایه کسری پالایه می  کسریو در غیر این صورت آن را    کامل ( را  2Δ𝑥موج  ترین موج )طول ای است که تنها بخشی از کوتاه نامیم. 

های کسری  استفاده شده است. مقدار ضرایب پالایه   π/Δ𝑥ها از مقدار تابع انتقال در عدد موج  کننده در این پالایه کند. برای پارامتر تعیین حذف می

 آید:مرتبه، با استفاده از رابطه زیر به دست میبر حسب ضرایب پالایه کامل هم 

(۸) 𝑐𝑘 = {
𝑏𝑘 + (1 − 𝑏𝑘)α            𝑘 = 0
(1 − α)𝑏𝑘                       𝑘 ≥ 1

 

هستند. اگر در دستگاه مختصات    π/Δ𝑥مقدار تابع انتقال برای عدد موج    αمرتبه و  ضرایب پالایه کامل هم   𝑏𝑘ضرایب پالایه کسری،    𝑐𝑘که در آن  

کنیم )برَشه  را به این صورت تعریف می  ℱξηباشند، پالایه دوبعدی   ηو   ξهای بعدی در جهت های یکپالایه  ℱηو   ℱξکره،  محلی هر وجه مکعب

 (:2۰22و کروازی، 

(۹) ℱξη = ℱηξ =
1

2
[ℱξ ∘ ℱη + ℱη ∘ ℱξ] 

 برابر است با:  1۰استفاده شده است. ضرایب پالایه کامل مرتبه  1۰های کامل و کسری مرتبه در این کار از پالایه 

(1۰) 𝑏0 =
193

256
,  𝑏1 =

105

256
,  𝑏2 = −

15

64
,  𝑏3 =

45

512
,  𝑏4 = −

5

256
,  𝑏5 =

1

512
 

توان مشاهده کرد که تواند میزان میرایی پالایه در اعداد موج مختلف را نشان دهد. می( می۴های تفاضل متناهی )شکل  مقایسه توابع انتقال پالایه 

نیز کم نیست. برای نشان دادن اثر پارامتر پالایه کسری در میزان میرایی آن،    6Δ𝑥تا    4Δ𝑥های  موجدر طول   1۰میزان میرایی پالایه کامل مرتبه  

 ه است.شد آورده  شکل این  در پالایه پارامتر برای ۰٫۸ و ۰٫۴با دو مقدار   1۰پالایه کسری مرتبه 
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 کاررفته در این پژوهش. های تفاضل متناهی به. تابع انتقال پالایه۴شکل 

 

نیاز برای پایداری   بلندمدت معادله  محاسباتی روش عددی مورد نظر، از شبیه در این کار، برای تخمین کمینه مقدار پخش عددی مورد  سازی 

  ، مدت فرارفتهای کوتاه شود. در آزمونمدت توصیه میکارگیری حداقل این مقدار میرایی حتی در مسائل کوتاه فرارفت استفاده شده است. به 

کارگیری اند. به همگرایی و سری زمانی خطا در دو حالت بدون پالایه و با پالایه کامل )که میرایی بسیار بالاتری از مقدار حداقلی دارد( بررسی شده 

 پالایه کامل از آن رو است که اثرگذاری احتمالی پالایه بر دقت روش در شدیدترین حالت آن بررسی شود.

 های موردی آزمون 4

ای غیرفعال استفاده شده است. این  در این کار از آزمون گردش جسم صلب برای بررسی عملکرد مدل در حل معادله فرارفت یک کمیت نرده 

تواند رفتار روش عددی و  پذیری شرایط اولیه می پذیری مختلف به کار رفته است. رده مشتقهای مشتق آزمون به دو صورت با شرایط اولیه با رده 

مرتبه همگرایی حل را تحت تأثیر قرار دهد. دلیل استفاده از آزمون گردش جسم صلب، وجود جواب تحلیلی برای آن در هر گام زمانی است که  

چنین در این کار، صورتی بلندمدت از این آزمون های محلی مدل را آشکار سازد. هم های خطا، بدرفتاریدادن سری زمانی نُرم دستتواند با به می

 ها ارائه شده است. ررسی پایداری محاسباتی روشبرای ب

 آزمون گردش جسم صلب 1-4

 شودبه این صورت تعریف می  p⃗در آزمون گردش جسم صلب، سرعت در نقطه  

(11) v⃗ = ω⃗⃗ × p⃗  

p⃗ 𝑐شده  داده ای است. اگر نقطه مرکزی توده فرارفتبردار سرعت زاویه   ω⃗⃗که در آن   = 𝑎[1,  0,  ایشعاع کره باشند، سرعت زاویه  𝑎و   ′[0 

(12) ω⃗⃗ (α) = ω[0, − sin(α) ,  cos(α)]′ 

ωای دهد. اندازه سرعت زاویه بعدی حرکت میدر مختصات دکارتی سه  𝑥𝑦نسبت به صفحه   αاین نقطه را بر روی یک دایره عظیمه با زاویه  =

2π/(12 days)   شود: پذیری مختلف برای تعریف شرایط اولیه استفاده میهای مشتقهای کسینوسی با رده شود. در این آزمون از زنگوله فرض می 
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(13) ψ(p⃗ ) = {ψ0 [
1 + cos(𝜋𝑟/𝑅)

2
]

𝑛

                 𝑟 < 𝑅

0                                                    𝑟 ≥ 𝑅

 

𝑅، است؛  p⃗ 𝑐از مرکز زنگوله کسینوسی،     p⃗فاصله کروی نقطه    𝑟که در آن   = 𝑎/3    شعاع زنگوله کسینوسی وψ0 = 1000 m   مقدار بیشینه کمیت

ψ    است. مقدار𝑛  ترتیب از مقادیر  ( به 2۰11( و هریس و همکاران )1۹۹2کند. ویلیامسون و همکاران )میزان همواری شرایط اولیه را تعیین می𝑛 =

𝑛و   1 =  دهند. به دست می  𝒞3و   𝒞1پذیری  های مشتق اند، که توابعی از رده استفاده کرده  2

)یافتنی را محدود میمیزان همواری شرایط اولیه، مرتبه همگرایی دست پیشنهادی ویلیامسون و همکاران  با رده  1۹۹2کند. زنگوله کسینوسی   )

که بیشینه  های فرارفت بر روی کره رایج است. اما با توجه به این های استانداردی است که حل آنها برای مدل، بخشی از آزمون𝒞1پذیری  مشتق

بالا مناسب نیست. در چنین مواردی استفاده از شرایط  های مرتبهخواهد بود، برای آزمون همگرایی روش  2مرتبه همگرایی ممکن در این آزمون  

، مناسب خواهد بود. در این مقاله اگرچه یک ۴یافتنی  (، با بیشینه مرتبه دست 2۰11)هریس و همکاران،    𝒞3اولیه هموارتر، مانند زنگوله کسینوسی 

 پرهیز شده است.  𝒞3کارگیری شرایط اولیه هموارتر از  گیرد، از به نیز مورد بررسی قرار می  ۶روش مرتبه 

و آزمون بلندمدت گردش جسم   1۰کاررفته برای حل معادله فرارفت، از پالایه کسری مرتبه  های عددی به برای بررسی پایداری محاسباتی روش

گیریم و مقدار پارامتر پالایه  روز( در نظر می 12۰۰دور گردش ) 1۰۰کنیم. برای این منظور، آزمون گردش جسم صلب را برای صلب استفاده می 

𝑡برابر مقدار آن در    1٫2تر از  شده همواره کوچکداده نهایت کمیت فرارفت کنیم که نُرم بی ای تعیین میکسری را به گونه  = 0 s    .باقی بماند

بایست بر پایداری محاسباتی روش اثرگذار باشد. با این وجود، به دلیل تجربی بودن تعریف آزمون بلندمدت، این آزمون قاعدتا شرایط اولیه نمی 

 اجرا خواهد شد تا از عدم تأثیر شرایط اولیه بر نتایج اطمینان حاصل شود.  𝒞3و   𝒞1با هر دو شرایط اولیه  

 نتایج  5

انتگرال  با  بلندمدت، به های زمانی کوتاه گیرینتایج حل معادله فرارفت در دو بخش  ها مورد  دقت و پایداری روشترتیب برای بررسی  مدت و 

طور مشخص ها بهمدت تلاش شده است تا عوامل مختلف موثر بر مرتبه همگرایی عملی روشهای کوتاه بررسی قرار گرفته است. در بررسی آزمون

 نشان داده شوند.

 آزمون گردش جسم صلب 1-5

( را  1۹۹2)ویلیامسون و همکاران،  𝒞1( و  2۰11)هریس و همکاران،  𝒞3های کسینوسی  آزمون گردش جسم صلب زنگوله  در خطا 2نُرم  ۵شکل 

های تفاضل متناهی مرکزی در ترکیب با روش  PR1(3,2)ای  و لیپفراگ با وایازش چندجمله  ۴کوتای کلاسیک مرتبه  -برای دو روش زمانی رونگه

موثر هستند: مرتبه   هاگونه که در این شکل نیز قابل مشاهده است، سه عامل در مرتبه همگرایی عملی روشدهد. هماننشان می  ۶و  ۴، 2های مرتبه

( که متعلق 2۰11پذیری شرایط اولیه. ابتدا نتایج آزمون هریس و همکاران )گیری زمانی و رده مشتقسازی مکانی، مرتبه روش انتگرال روش گسسته 

 گیرد. پذیری بالاتری است، مورد بررسی قرار میبه رده مشتق 

ناچیز است. در اینجا، با توجه به غالب بودن خطای بخش مکانی )تفاضل متناهی    CS2-iiiPR1(3,2)-LFو    CS2-RK4تفاوت خطای دو روش  

که مرتبه بخش مکانی بالاتر از  کننده مرتبه همگرایی عملی است و با توجه به این سازی مکانی تعیین( در هر دو روش، مرتبه اسمی گسسته 2مرتبه 

سازی مکانی در یک روش عددی  های بالاتر نیز صادق خواهد بود. غالب بودن خطای گسسته مرتبه بخش زمانی نیست، این وضعیت در تفکیک
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تر استنباط کرد.  بالاتر یا از طریق مقایسه با روش مشابه با گام زمانی کوچکسازی مکانی مرتبه توان از طریق مقایسه با روش مشابه با گسسته را می

 در اینجا از روش اول استفاده شده است.

یابد. چنین کاهش خطایی نشان از غالب  ها کاهش میخطا در تمامی تفکیک،  ۴به    2با افزایش مرتبه روش مکانی از    iiiPR1(3,2)-LFدر روش  

های بالاتر در تفکیک  CS4-iiiPR1(3,2)-LFدارد. مرتبه همگرایی عملی روش    CS2-iiiPR1(3,2)-LFسازی مکانی در روش  بودن خطای گسسته 

𝑁𝑒) ∘1.5از   = سازی . عدم کاهش خطا با افزایش مرتبه روش گسسته استغالب بودن خطای بخش زمانی روش    دهنده است که نشان   2حدود     (64

علاوه بر کاهش مقدار خطا به افزایش مرتبه    ۴به    2سازی مکانی از  ، افزایش مرتبه گسسته RK4نیز موید این امر است. در روش    ۶به    ۴مکانی از  

سازی مکانی است. این امر از مقایسه خطای این روش با خطای هنوز خطای غالب مربوط به گسسته  RK4-CS4شود. در روش روش نیز منجر می

و بالاتر به شرایط اولیه هموارتر، مانند تپه گاوسی نیاز است. اگرچه   ۶های مرتبه  قابل استنباط است. برای بررسی جامع روش  RK4-CS6روش  

 دهد. پذیری پایین نیز اطلاعات مهمی درباره روش به دست میهای با رده مشتق بالا در آزمونهای مرتبه بررسی رفتار روش

کند.  ( اثر هموار نبودن شرایط اولیه بر جواب را آشکار می1۹۹2)ویلیامسون و همکاران،    𝒞1نتایج آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی 

های شوند. اما روشمواجه می  1٫۸تا    1٫۶بودند، در اینجا با کاهش مرتبه به حدود    2دارای مرتبه عملی    𝒞3هایی که با زنگوله کسینوسی  تمامی روش

-LFمانند    3های مرتبه  ( نائل شوند. روش 2یافتنی در این آزمون )یعنی مرتبه  توانند به بیشینه مرتبه دست در آزمون پیشین، می  ۴با مرتبه عملی  

CS4-iR2(3,4)P   (ضرایب  با  α0 = −0.4  ،α1 = γو    0.5 = دهند )در  خطا نشان می  2را در نُرم    2( نیز در این آزمون مرتبه همگرایی عملی  1 

های بالاتر از  و کاهش مرتبه آن در تفکیک   RK4-CS6توجه در نتایج این آزمونْ نامنظم بودن نمودار روش  اند(. نکته دیگر قابلاینجا آورده نشده 

𝑁𝑒 = های کوچک است که به دلیل بدون پالایه بودن این روش در جواب باقی مانده  موجاست. این مسئله مربوط به تجمع واریانس در طول   128

 دهند. نظمی و کاهش مرتبه را نشان نمی های باپالایه این روش )آورده نشده( این بیشود. نمودارهای مشابه مربوط به صورت و باعث افزایش خطا می

 

  

 𝒞1)ب( زنگوله کسینوسی   𝒞3)الف( زنگوله کسینوسی  

𝑡در  𝒞1و )ب( زنگوله کسینوسی   𝒞3آزمون گردش جسم صلب )الف( زنگوله کسینوسی  در خطا  2. همگرایی نُرم  ۵شکل  = 12 days   برای

بدون پالایه فضایی. خطوط پررنگ   .iiiPR1(3,2)-LFو  RK4های زمانی  در کنار روش ۶و   ۴،  2های های مکانی تفاضل متناهی صریح مرتبهروش

 دهند. را نشان می ۶و  ۴، 2های  مرتبه
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های متفاوت در تفکیک  ۶و   ۴، 2های تفاضل متناهی مرکزی مرتبه را برای روش 𝒞3آزمون زنگوله کسینوسی    در  خطا 2سری زمانی نُرم  ۶شکل 

تر کمتر پایینبالاتر از روش مرتبه اند که خطاها از نظر اندازه بزرگی مشابه بوده و خطای روش مرتبه ای انتخاب شده گونه ها به دهد. تفکیکنشان می 

𝑁𝑒) ∘0.176حدود   2باشد. تفکیک روش مرتبه   = های زمانی روند خطی افزایش خطا و عدم وجود جهش  نکته مهم در این سری  است.    (512

 کره است. هایی است که زنگوله در حال عبور از مرزهای داخلی مکعبدر آنها در زمان 

 

 

های مکانی تفاضل متناهی صریح  و روش RK4. روش زمانی 𝒞3آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی   در خطا 2. سری زمانی نُرم ۶شکل 

𝑁𝑒با تفکیک    2مرتبه  = 𝑁𝑒با تفکیک   ۴، مرتبه 512 = 𝑁𝑒با تفکیک   ۶و مرتبه   96 =  هستند.  64

 

𝑁𝑒) ∘0.938با تفکیک حدود   ۴روش مرتبه  که شودمشاهده می ۶در شکل  = بیش از  اسمی با تفکیک 2نتایج بهتری نسبت به روش مرتبه  (96

نیز با تفکیک   ۶با خطای مشابه است. روش مرتبه    ۴برابر روش مرتبه    12۰حدود    2هزینه محاسباتی روش مرتبه  ها،  در این تفکیک برابر دارد.    ۵

𝑁𝑒)∘1.41حدود   = برابر روش    3۵۰حدود    2برابر دارد. هزینه محاسباتی روش مرتبه    1٫۵با تفکیک    ۴نتایج بهتری نسبت به روش مرتبه     (64

های مشابه با نتایج بدون پالایه آورده نیز در تفکیک  1۰با پالایه مرتبه    ۶و    ۴های مرتبه  با خطای مشابه است. در این شکل، نتایج روش   ۶مرتبه  

به طور کند.  کارگیری پالایه تفاوت قابل توجهی در نتایج ایجاد نمیبه  (𝒞3کسینوسی    )برای زنگوله  در اینجاتوان مشاهده کرد که  اند. میشده 

سازی به حد  این امر زمانی صادق است که شرایط اولیه به اندازه کافی هموار و دوره شبیه طور که در ادامه نیز نشان داده خواهد شد،  کلی و همان

در مسائلی که رده   را  بالاهای مرتبهکارگیری روشتواند معایب به می  𝒞1آزمون فرارفت زنگوله کسینوسی    در  خطا کافی کوتاه باشند. سری زمانی  

𝑁𝑒با    ۴توان مشاهده کرد، در این آزمون، روش مرتبه  می  ۷طور که در شکل  پذیری بالایی ندارند نشان دهد. همانمشتق = خطای کمتری   192

𝑁𝑒با    2نسبت به روش مرتبه  = 1ها  دارد. در اینجا اما نسبت تفکیک  512

2
یعنی میزان   ،است  𝒞3نسبت مشابه در آزمون فرارفت زنگوله کسینوسی   

شود.  باعث کاهش کارایی مدل می ۶به   ۴نسبت به آزمون قبلی کمتر است. افزایش مرتبه روش از    ۴به    2افزایش کارایی مدل با افزایش مرتبه از  

 گیرد.پس از روز دهم شتاب می ۶به طور مشخص، رشد خطای روش مرتبه 
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های مکانی تفاضل متناهی صریح مرتبه  و روش RK4. روش زمانی 𝒞1آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی   در خطا 2. سری زمانی نُرم ۷شکل 

𝑁𝑒با تفکیک   2 = 𝑁𝑒با تفکیک   ۴، مرتبه 512 = 𝑁𝑒با تفکیک   ۶و مرتبه   192 = 𝑁𝑒پالاییده با تفکیک   ۴های مرتبه هستند. نتایج روش 256 =

𝑁𝑒پالاییده با تفکیک   ۶و مرتبه   128 = استفاده شده   1۰ها از پالایه تفاضل متناهی مرکزی مرتبه  اند. در این روشنیز در این شکل آورده شده  96

 است.

 

𝑡در    RK4-CS6بررسی توزیع فضایی خطای روش   = 12 days  (شکل آورده نشده است )  امواج بسیار کوتاه در مسیر حرکت   دهد که نشان می

اگرچه در نگاه اول این    اند.شده   پس از روز دهم  در این روش  رشد شدید خطا. همین امواج هستند که منجر به  اندزنگوله کسینوسی باقی مانده 

سازی، در آن آزمون هم تر شدن زمان شبیه شود، در صورت طولانی( دیده نمی𝒞3پدیده در آزمون با شرایط اولیه هموارتر )زنگوله کسینوسی  

می این بروز  وجود  با  میدان کند.  بزرگکه  بسیار  آزمون  این  در  ارتفاع  و  سرعت  برهم های  هستند،  فرارفت  مقیاس  جمله  در  آنها  کنش 

یافتنی تواند به تولید امواج کوتاه در جواب منجر شود. در صورت بالاتر بودن مرتبه عملگر مشتق نسبت به بالاترین مرتبه دست شده میسازیگسسته 

شوند. این پدیده با افزایش مرتبه عملگر مشتق یا  پذیری ایجاد میپذیری مسئله، امواج کوتاه در نزدیکی محلِ کاهشِ رده مشتقبر اساس رده مشتق

موج های با طول کنش همین امواج کوتاه با میدان سرعت است که به ظهور زودرس نوفه شود. برهم پذیری مسئله، تشدید میکاهش رده مشتق

تواند به بروز شود. این پدیده در صورت مهار نشدن، میمنجر می  𝒞1بالای آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی  در حل مرتبه بسیار کوتاه  

شود در  مشاهده می  ۷خطای دگرنامی و ناپایداری حل عددی منجر شود. برای مهار این خطا در اینجا از پالایه عددی استفاده شده است. در شکل  

𝑁𝑒با تفکیک  ۴توان از روش مرتبه  ، می1۰کارگیری پالایه مرتبه صورت به  = 𝑁𝑒با تفکیک  ۶یا روش مرتبه    128 =   2به جای روش مرتبه    96

𝑁𝑒با   = 1ها هزینه محاسباتی را به ترتیب به حدود  کارگیری این روشاستفاده کرد. به  512

50
1و   

100
 دهد. کاهش می 2هزینه روش مرتبه  

تر های کوتاه های بلندتر را بیش از موج و...( خطای دامنه موج  ۶به    ۴، از  ۴به    2توان نشان داد که افزایش مرتبه روش مکانی )از  به سادگی می

نتایج آزمون کاهش می این مسئله در  با مقایسه توزیع فضایی خطای روش دهد. اثرات  قابل مشاهده است.  نیز  های مکانی های موردی فرارفت 

یابد. موج میانگین خطا کاهش میتوان مشاهده کرد که با افزایش مرتبه روش مکانی، طول، می 𝒞3مختلف در آزمون فرارفت زنگوله کسینوسی  

بیشینه خطا دیگر در امواج بلند در نزدیکی مرکز زنگوله نبوده و به صورت امواج کوتاه در حاشیه زنگوله خود  ۶در شکل مربوط به روش مرتبه  

تر است. دلیل این امر گذار از امواج بلند به کوتاه در خطا با افزایش مرتبه روش پررنگ  𝒞1دهد. در آزمون فرارفت زنگوله کسینوسی  را نشان می

 پذیری است. گیبس در نزدیکی محل کاهش رده مشتق بالا به دلیل پدیده شبه های مرتبه های کوتاه در خطای روشافزایش شدیدتر دامنه موج 
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(. بررسی  1۹۹۹( معیاری از پایستاری است )نرِ و همکاران،  ۸۶؛ معادله  1۹۹2شده )ویلیامسون و همکاران،  داده میانگین بهنجارشده کمیت فرارفت

دهد. باید  کاررفته نشان میهای به ( نکات جالبی را درباره اثر عوامل مختلف بر پایستاری روش۸نمودارهای همگرایی میانگین بهنجارشده )شکل  

𝑡میانگین بهنجارشده در    ،توجه شود که در آزمون گردش جسم صلب = 12 days  های  مرتبه همگرایی بسیار بالاتری نسبت به مرتبه همگرایی نُرم

های بدون پالایه فضایی نیز صادق است. این کاهش خطا پذیری پایین و روشدهد و این حتی برای شرایط اولیه با رده مشتق خطا از خود نشان می

های مسئله و وابستگی خطای پایستاری به محل قرارگیری زنگوله کسینوسی است که در سری زمانی میانگین  مصنوعی است و دلیل آن تقارن 

ها به واقعیت  روزه این کمیت استفاده شده است تا تحلیلاز بیشینه دوازده   ۸(. بنابراین، در تهیه شکل  11بهنجارشده نیز قابل مشاهده است )شکل  

پذیری بوده و تحت تأثیر رده مشتق   2برابر    CS2-iiiPR1(3,2)-LFو    CS2-RK4های  تر باشند. مرتبه همگرایی میانگین بهنجارشده در روشنزدیک

تا    2، در حالت بدون پالایه بین  𝒞1بالا در آزمون فرارفت زنگوله کسینوسی  های مرتبه ی پالایه قرار ندارد. مرتبه عملی روش کارگیریا به   ψمیدان 

  2مرتبه همگرایی میانگین بهنجارشده را به    ، پذیری مسئلهْیابد. در اینجا، پایین بودن رده مشتق افزایش می   ۴کارگیری پالایه به حدود  بوده و با به   3

توان  د می -12ج و  -12تأثیر نیست. با مقایسه دو شکل  پذیری بر مرتبه همگرایی میانگین بهنجارشده بیحال رده مشتقمحدود نکرده است. بااین 

بر روشتأثیر کاهش رده مشتق  را  مرتبه پذیری  فرارفت زنگوله کسینوسی  های  -LFو    RK4-CS6های  ، روش𝒞3بالا مشاهده کرد. در آزمون 

CS6-iiiR1(3,2)P   های مربوط به  ها، منحنی در تمامی حالت   ۸که، در شکل  توجه دیگر این دهند. نکته قابلاز خود نشان می  ۶های بالاتر از  مرتبه

نظر می  iiiPR1(3,2)-LFو    RK4دو روش زمانی   به  منطبق هستند و  بر هم  ناپایستاری روش تقریبا  با  رسد خطای  مقایسه  خطای های زمانی در 

 مکانی ناچیز باشد.  سازی مکانیپایستاری ناشی از گسسته 

 

  

 بدون پالایه فضایی.  𝒞1)ب(  بدون پالایه فضایی.  𝒞3)الف( 
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 . 1۰با پالایه کامل مرتبه  𝒞1)د(  . 1۰با پالایه کامل مرتبه  𝒞3)ج( 

( و  2۰11)هریس و همکاران،  𝒞3( حل آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی  𝑀روزه میانگین بهنجارشده ) . همگرایی بیشینه دوازده ۸شکل 

و   RK4های زمانی در کنار روش  ۶و  ۴،  2های های مکانی تفاضل متناهی صریح مرتبه( برای روش1۹۹2)ویلیامسون و همکاران،  𝒞1زنگوله کسینوسی  

iiiPR1(3,2)-LF دهند. را نشان می ۶و   ۴، 2های  )ج ود(. خطوط پررنگ مرتبه 1۰. در دو حالت بدون پالایه فضایی )الف و ب( و با پالایه کامل مرتبه 

 

جز در یک مورد که در ادامه به آن اشاره خواهد شد،    ψپذیری میدان  مدت گردش جسم صلب، رده مشتق آمده در آزمون کوتاه دستدر نتایج به 

اند. نشان داده شده  𝒞1تنها نتایج مربوط به زنگوله کسینوسی  ۹. بنابراین در شکل نداشتتوجهی بر مرتبه همگرایی واریانس بهنجارشده تأثیر قابل

کارگیری پالایه فضایی تأثیری بر آن  بوده و به   2دارای مرتبه    CS2-RK4و    CSx -iiiPR1(3,2)-LFهای( در روش۹واریانس بهنجارشده )شکل  

است. در حالت    ۵حدود    RK4-CS6و    RK4-CS4های  کارگیری پالایه فضایی، مرتبه همگرایی واریانس بهنجارشده در روش ندارد. در صورت به 

بالای بدون پالایه کاهش  های مرتبه مرتبه عملی روش  𝒞1یابد. البته در فرارفت زنگوله کسینوسی  کاهش می  ۴٫3بدون پالایه این مقدار به حدود  

𝑁𝑒الف( و در تفکیک  -۹دهد )شکل  های بالا از خود نشان می شدیدی در تفکیک  = تر ذکر  طور که پیش رسد. همان می  2تا    1به حدود    768

ناپایداری    بهسازی منجر  های کوچک و بروز خطای دگرنامی است که در صورت ادامه شبیه موجشد، این مسئله مربوط به انباشت واریانس در طول 

کاررفته در این کار صادق است و تنها مقیاس زمانی و شدت آن متفاوت  های بدون پالایه بهغیرخطی خواهد شد. البته این مسئله برای همه روش 

 ها در زیربخش بعد به کمک آزمون بلندمدت بررسی شده است. است. پایداری عددی روش
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 . 1۰)ب( با پالایه کامل مرتبه  )الف( بدون پالایه فضایی. 

های مکانی تفاضل  برای روش 𝒞1( حل آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی  𝑉روزه واریانس بهنجارشده ) . همگرایی بیشینه دوازده ۹شکل 

در دو حالت )الف( بدون پالایه فضایی و )ب( با پالایه کامل مرتبه   iiiPR1(3,2)-LFو  RK4های زمانی در کنار روش  ۶و   ۴، 2های  متناهی صریح مرتبه

 دهند. را نشان می ۶و  ۴، 2های . خطوط پررنگ مرتبه1۰

 

پذیری مسئله است. دلیل این امر قرار ( بر خلاف واریانس بیشتر تحت تأثیر رده مشتق ۸۹؛ معادله  1۹۹2کمینه بهنجارشده )ویلیامسون و همکاران،  

  و بیشینه   کمینهمرتبه همگرایی    برتوجهی  کارگیری پالایه تأثیر قابل( است. به (13))معادله    𝜓پذیری در کمینه میدان  گرفتن محل کاهش رده مشتق

در شک بهنجارشده   بنابراین  نتایج روش  1۰  لندارد.  نمایش  به  کسینوسی  تنها  زنگوله  برای  است.  اکتفا شده  پالایه  بدون  کمینه  𝒞3های  مرتبه   ،

، 𝒞1  کسینوسی  زنگوله   برای   مقادیر  این.  است  2٫۵  حدود  هاروش   سایر  مرتبه  و   3٫1حدود    RK4-CS6و    RK4-CS4های  بهنجارشده در روش

در همسایگی   𝜓  میدان   بیشینه  و  است  نشده   استفاده   شکل  حفظ   های روش  از   کار  این   در  اینکه   به   توجه   با.  هستند  1٫3  حدود  و   1٫۵ترتیب برابر  به 

( رفتاری  ۸۸؛ معادله 1۹۹2توان انتظار داشت که همگرایی بیشینه بهنجارشده )ویلیامسون و همکاران، پذیری قرار ندارد، می نقاط کاهش رده مشتق 

  3  تا  ۵٫2حدود    CS2-RK4و    CSx-iiiPR1(3,2)-LFهای  های خطا داشته باشد. مرتبه همگرایی بیشینه بهنجارشده در روشتا حدی شبیه به نرم 

توجه است. قابل  RK4-CS6و    RK4-CS4  هایروش  در  اما  پذیریمشتق  رده   تأثیر(.  1۰  شکل)   ندارد  آن  بر  چندانی  تأثیر  پذیریمشتق   رده   و  است

 دارد. 3و   ۵هایی در حدود ترتیب مرتبه به  𝒞1و   𝒞3های کسینوسی  در این دو روش بیشینه بهنجارشده برای زنگوله 
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 .𝒞1زنگوله   کمینه بهنجارشده)ب(  .𝒞3زنگوله  کمینه بهنجارشده )الف( 

  
 .𝒞1زنگوله   بیشینه  بهنجارشده( د) .𝒞3زنگوله  بیشینه  بهنجارشده ( ج)

در حل آزمون گردش جسم صلب   ψ  ))الف( و )ب(( و بیشینه بهنجارشده ))ج( و )د(( میدان بهنجارشده روزه( کمینه . همگرایی )بیشینه دوازده 1۰شکل 

.  iiiPR1(3,2)-LFو   RK4های زمانی در کنار روش  ۶و  ۴،  2های های مکانی تفاضل متناهی صریح مرتبهبرای روش 𝒞1و   𝒞3کسینوسی   هایزنگوله

 دهند. را نشان می ۶و  ۴، 2های بدون پالایه فضایی. خطوط پررنگ مرتبه

 

های مکانی حتی اگر به دلیل پایین  کارگیری عملگرهای تفاضل متناهی مرتبه بالا برای مشتقتوان نتیجه گرفت که به چه گفته شد می با توجه به آن 

نُرم بودن مرتبه روش زمانی یا رده مشتق تواند مرتبه همگرایی میانگین و واریانس  های خطا منجر نشود، میپذیری مسئله به مرتبه عملی بالا در 

 های بالاتر، بهبود بخشد. خصوص در تفکیکبهنجارشده را افزایش داده و خواص پایستاری مدل را، به 

های مکانی مختلف با روش ( روش ۸۷و    ۸۶های  ؛ معادله 1۹۹2های زمانی میانگین و واریانس بهنجارشده )ویلیامسون و همکاران،  سری  11شکل  

در این دو حالت تفاوت واضحی با هم ندارند. این    RK4-CS2های زمانی روش  دهد. سریرا در دو حالتِ با و بدون پالایه نشان می   RK4زمانی  
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های  شود. تقارن های با بسامد بالا در آنها دیده نمی بالا ساختاری هموار دارند و نوسانهای مرتبه نمودارها برخلاف نمودارهای مربوط به روش 

( باشد. این بدین معنا است که در  grid imprintingردگذاری شبکه )تواند نشانی از خطای  ساختاری هر دو سری زمانی )میانگین و واریانس( می

های  دهد. میانگین شده، محل قرارگیری زنگوله کسینوسی مقادیر میانگین و واریانس بهنجارشده را تحت تأثیر قرار میسازیکره پیاده شبکه مکعب

دهند.  سازی از خود نشان می در حالت بدون پالایه، نوسان و رشد شدیدی را در نیمه دوم دوره شبیه   RK4-CS6و    RK4-CS4های  بهنجارشده روش 

و( پدیده  -11ه و  -11های  ها )شکل شوند. در نمودارهای مربوط به صورت باپالایه این روشاین تغییرات با کاربست پالایه به طور کامل حذف می

πگیری زنگوله در زوایای گردش حدود  های زمانی قرارجالبی قابل مشاهده است. میانگین بهنجارشده در محدوده 

4
𝑛 +

π

8
نسبت به موقعیت  رادیان    

ای از خطای ردگذاری شبکه تلقی تواند نمونه های دیگر دارد، که میتری نسبت به زمانکره( دامنه بسیار بزرگاولیه )مرکز یکی از وجوه مکعب

یابد. در مجموع، مقدار میانگین بهنجارشده های مورد انتظار کاهش میها با مرتبه، دامنه این جهش شدمشاهده    ۸گونه که در شکل  گردد. البته همان

های گذرا  های دارای پالایه جز نوسان دهد. واریانس بهنجارشده در روشمندی از خود نشان نمیهای دارای پالایه تغییر نظام در هیچ یک از روش 

های بدون پالایه تغییرات های کوچک توسط پالایه است. در روشبا دامنه محدود، روند کاهشی خطی دارد که به دلیل حذف واریانس از مقیاس

شود که پس از روز دهم، واریانس بهنجارشده دارای روند افزایشی ج مشاهده می-11تر است. در شکل  تر و بزرگامنظم واریانس بهنجارشده ن

 ای بر بروز ناپایداری عددی باشد. تواند مقدمه است که می

 

  

 RK4-CS2 – F10)د(  RK4-CS2 – No Filter)الف( 

  
 RK4-CS4 – F10)ه(  RK4-CS4 – No Filter)ب( 
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 RK4-CS6 – F10)و(  RK4-CS6 – No Filter)ج( 

  

.  RK4. روش زمانی 𝒞1( بهنجارشده ارتفاع برای نتایج آزمون گردش جسم صلب زنگوله کسینوسی  𝑉( و واریانس )𝑀. سری زمانی میانگین )11شکل 

𝑁𝑒تفکیک   = در دو حالت بدون پالایه )به ترتیب )الف(، )ب( و )ج(( و با پالایه فضایی مرتبه   ۶و  ۴، 2. عملگرهای تفاضل متناهی مرکزی مرتبه  192

شده رسم شده  نماییتر به صورت بزرگ)به ترتیب )د(، )ه( و )و((. در مواردی که نمودارها از نظر مقدار بزرگی بسیار متفاوت هستند، نمودار کوچک 1۰

 نمایی در کلید نمودار آورده شده است. و ضریب بزرگ

 

 مدتآزمون بلند  2-5

گیرد. هدف  ها مورد توجه قرار مینخست پایداری و سپس دقت روش  ،در بررسی نتایج آزمون بلندمدت گردش جسم صلب برای معادله فرارفت

کاررفته در اینجا حدود  اول آزمون بلندمدت برای معادله فرارفت یافتن کمینه میرایی لازم برای پایداری حل عددی است. بالاترین تفکیک به 

0.469∘ (𝑁𝑒 =  است. این انتخاب به دلیل بالا بودن هزینه محاسباتی این آزمون صورت گرفته است.    (192

تر بودن مقدار پارامتر دهد. توجه شود که بزرگ را که برای پایداری حل لازم است، به دست می  1۰مقادیر پارامتر پالایه کسری مرتبه    ۵جدول  

به  است.  میرایی کمتر  معنای  به  انتقال در کوتاه پالایه،  تابع  مقدار  میرایی ترین طول کارگیری  میزان  مقایسه  پالایه کسری،  پارامتر  به عنوان  موج 

های افزودن میرایی مصنوعی به  حال، مقایسه میزان میرایی ناشی از کاربست یک پالایه با سایر صورت کند. بااین های مختلف را آسان میپالایه 

)مانند فراپخش(، می  به مقاله مدل  این زمینه را  باشد. بحث مفصل در  پیچیده  از مقیاس ز ای دیگر موکول میتواند  اینجا  میرایی کنیم. در  مانی 

,2Δ𝑥)ترین موج دوبعدی، یعنی موج کوتاه  2Δ𝑥)، 

(1۴) τ = −
Δ𝑡

2 ln [𝑇 (
π
Δ𝑥

)]
 

های  گام زمانی در تفکیک  ۵کوتا از حدود  -کنیم. مقیاس زمانی میرایی در روش رونگههای مختلف استفاده می برای مقایسه میزان میرایی روش

𝑁𝑒پایین )  = 𝑁𝑒های میانی ) گام زمانی در تفکیک  ۵۰( تا  16 = -LF( متغیر است. مقیاس زمانی میرایی لازم برای پایداری بلندمدت روش  192

iiiR1(3,2)P  های زمانی این مسئله و نسبت گام   به  های میانی است. با توجهگام زمانی در تفکیک   2۵های پایین و  گام زمانی در تفکیک   ۴، حدود

به میرایی مصنوعی بسیار بیشتری نسبت به    iiiPR1(3,2)-LFتوان نتیجه گرفت که پایداری بلندمدت روش  شده برای دو روش زمانی، میاستفاده 

بالا دیده شد، نتایج های مرتبه های بروز ناپایداری محاسباتی تنها در روش مدت، نشانهکوتاه  یهانیاز دارد. همچنین، اگرچه در آزمون  RK4روش 

 نیاز دارند.  متریبالاتر برای پایداری به میرایی ک های مرتبه طور کلی روش دهند که به ( نشان می۵آزمون بلندمدت )جدول 
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تر به معنای پخش بیشتر است. این  برای پایداری بلندمدت مدل فرارفت. مقادیر پایین  1۰. مقادیر لازم برای پارامتر پالایه کسری صریح مرتبه  ۵جدول  

 شده موثر بود. مورد )پررنگ( شرایط اولیه در پارامتر تعیین 3اند. تنها در ( محاسبه شده 𝒞3و   𝒞1های کسینوسی مقادیر با دو شرط اولیه )زنگوله

iiiPR1(3,2)-LF RK4 
𝑵𝒆 

CS6 CS4 CS2 CS6 CS4 CS2 

۰٫۹۴ ۰٫۹۴ ۹۰٫۰ ۰٫۹۵ ۰٫۹۵ ۰٫۹3 2۴ 

۰٫۹۴ ۰٫۹3 ۰٫۹1 ۰٫۹۶ ۰٫۹۷ ۰٫۹1 32 

۰٫۹۴ ۰٫۹3 ۰٫۹۰ ۰٫۹۷ ۰٫۹۷ ۰٫۹1 ۴۸ 

۰٫۹۵ ۰٫۹۴ ۰٫۹2 ۰٫۹۸ ۰٫۹۸ ۰٫۹۴ ۶۴ 

۰٫۹۷ ۰٫۹۶ ۰٫۹۵ ۰٫۹۸ ۰٫۹۸ ۰٫۹۶ ۹۶ 

۹۷٫۰ ۰٫۹۷ ۰٫۹۶ ۰٫۹۸ ۰٫۹۸ ۰٫۹۷ 12۸ 

۰٫۹۸ ۰٫۹۸ ۹۷٫۰ ۰٫۹۹ ۰٫۹۹ ۰٫۹۷ 1۹2 

 

𝑡دور گردش در    1۰۰را پس از    𝒞1آزمون گردش جسم صلب زنگوله    در  خطا  2نُرم    12شکل   = 1200 days   توان مشاهده  دهد. مینشان می

شده در اینجا، به  های ارائه و خطای مکانی غالب( در تمامی تفکیک  2)با مرتبه    CS2-iiiPR1(3,2)-LFو    CS2-RK4های  کرد که خطای روش

)خطای زمانی غالب( هستند، در    2های مرتبه  که هر دو روش   CS6-iiiPR1(3,2)-LFو    CS4-iiiPR1(3,2)-LFهای  حالت اشباع رسیده است. روش

 RK4-CS6و    RK4-CS4های  دهند. اما حل روش( را نشان می1٫3۸تا    ۰٫3۴ای فزاینده )از  کاهش خطا با مرتبه   1۹2تا    ۶۴( از  𝑁𝑒بازه تفکیک ) 

ها ها، خطای مناسبی دارند. مرتبه این روشتری از تفکیکترتیب با خطای مکانی و زمانی غالب هستند، در گستره بزرگبه  ۴های مرتبه که روش

 است.  3تا  2میان   1۹2تا   ۶۴( 𝑁𝑒در بازه تفکیک ) 

بسیار بالا بود، اما این به    2های مرتبه  سازی خطای روشالبته در تحلیل نتایج آزمون بلندمدت باید دقت داشت که اگرچه در زمان انتهای شبیه 

نبودن روش اقلیمی نیست. در واقع مدت زمانی که یک روش لازم است طی آن در آزمونهای مرتبه پایین برای مدل معنای مناسب  های  های 

شده داده کاررفته در اینجا( جوابی قابل قبول به دست دهد، متناسب با طول عمر کمیت فرارفتهای به موردی بدون چشمه و چاهه )همچون آزمون 

 سازی. )در کاربرد واقعی( است و نه مدت شبیه 
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 .𝒞1)ب( زنگوله کسینوسی   .𝒞3)الف( زنگوله کسینوسی  

𝑡در  𝒞1و )ب( زنگوله کسینوسی   𝒞3آزمون بلندمدت گردش جسم صلب )الف( زنگوله کسینوسی   در خطا 2. همگرایی نُرم 12شکل  = 1200 days  

با   1۰. پالایه فضایی کسری مرتبه iiiPR1(3,2)-LFو  RK4های زمانی در کنار روش  ۶و   ۴، 2های  های مکانی تفاضل متناهی صریح مرتبهبرای روش

 دهند. را نشان می ۴و  2های (. خطوط پررنگ مرتبه۵کمینه میرایی مورد نیاز )جدول 

 

 بحث 6

بعدی مبتنی بر فاصله کروی نقاط برای اتصال وجوه به هم استفاده شده است.  یابی یککره در کار حاضر از درون سازی شبکه مکعبدر پیاده 

انتخاب شده است و بنابراین همواره بالاتر از مرتبه عملگرهای تفاضل متناهی   𝑁𝑝یابی در اینجا بالاترین مرتبه ممکن با توجه به مقدار مرتبه درون 

یابی در رفتار مدل تأثیرگذار باشد. بررسی  رود که خطای درون (. بنابراین در نگاه اول انتظار آن نمی2کاررفته برای مشتق است )جدول  صریح به 

گیری زمانی و رده خطا دارد: مرتبه اسمی عملگرهای مشتق و مرتبه اسمی روش انتگرال   2همگرایی نرم    آهنگنتایج نشان از تأثیر سه عامل بر  

شود. در یابی نقاط ضمیمه مشاهده نمیخطا، رفتار مدل مطابق انتظار بوده و نشانی از تأثیر خطای درون   2پذیری مسئله. یعنی در بررسی نرم  مشتق

این  هایی متناسب با مرتبه اسمی عملگرهای تفاضل متناهی مشتق دارند. بنابراین در  بررسی خطای پایستاری، میانگین و واریانس بهنجارشده مرتبه 

 یابی مشاهده کرد.توان اثری از خطای درون دو شاخص نیز نمی 

یابی در کره به دو صورت بر حل اثرگذار است: اول از طریق خطای درون البته باید توجه داشت که تغییر دستگاه مختصات در مرز وجوه مکعب

ت نقاط ضمیمه، که در بالا بحث شد و دوم از طریق تغییر الگوی خطا در مرزها. این تغییر الگو به دلیل وابستگی خطای مدل به دستگاه مختصا

 توجهی بر حل داشته باشد. تواند اثر قابلتر میمحلی است و در مسائل پیچیده 

 گیریبندی و نتیجهجمع 7

های مختلف، سه  کره مورد بررسی قرار گرفت. در آزموندر کار حاضر، حل عددی معادله فرارفت به روش تفاضل متناهی بر روی شبکه مکعب

پذیری مسئله  ( رده مشتق3( مرتبه همگرایی روش زمانی و 2( مرتبه همگرایی روش مکانی، 1عامل اصلی موثر بر مرتبه همگرایی عملی حل یعنی 
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پذیری پایین شرایط اولیه یا مرتبه پایین روش زمانی، مورد بررسی قرار گرفتند. در حل معادله فرارفت نشان داده شد که حتی اگر به دلیل رده مشتق 

 تواند خواص پایستاری آن را بسیار بهبود بخشد. بالا میهای مکانی مرتبه کارگیری روشمرتبه همگرایی عملی حل پایین باشد، به 

کره است. به هر  بالا برای حل معادله فرارفت بر روی شبکه مکعبسازی مدل تفاضل متناهی مرتبه دهنده امکان پیاده های موردی نشان نتایج آزمون 

ها بر روی  سازی مناسب این روشبالا، مطابق انتظار بود. این امر نشان از پیاده پایین یا مرتبه های عددی مورد بررسی، اعم از مرتبهروی، رفتار روش

 کره دارد. شبکه مکعب 

 تشکر و قدردانی 
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