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 چكيده
س است، در دو حالت هاي مهم ديناميكي در جو و اقيانو در اين مقاله حل عددي مسئله تنظيم راسبي غيرخطي ناپايا كه يكي از فرايند

دست آوردن روابط  ابتدا به نحوه و چگونگي به. شود  ميكورمك مرتبه چهارم ارائه بعدي و دوبعدي با استفاده از روش فشرده مك يك
كورمك مرتبه دوم و  هاي مرتبه دوم مركزي، مك سپس براي بررسي عملكرد اين روش در مقايسه با روش. شود اين روش اشاره مي

تر روش فشرده  نتايج، عملكرد دقيق. شود هاي تحليلي هستند، استفاده مي رتبه چهارم از دو معادله مدل كه داراي حلفشرده م
براي معادله مدل غيرخطي و براي ميدان همراه . دهد كه ميدان حل با ناپيوستگي همراه باشد، نشان مي ويژه هنگامي كورمك را به مك

 كه روش فشرده مرتبه چهارم مركزي براي كنترل نوسانات اطراف ناپيوستگي، نياز به استفاده از دهند با ناپيوستگي نتايج نشان مي
گفته، با دقت  اي روش پيش ها با توجه به ماهيت دونقطه كورمك جواب كه در روش فشرده مك پالايه فشرده مكاني دارد، درصورتي

در ادامه نتايج مربوط به حل مسئله تنظيم راسبي غيرخطي ناپايا براي . آيند دست مي بيشتر و بدون نياز به استفاده از پالايه مكاني به
 روش را براي استفاده در  ايندست آمده توانايي نتايج به. است هاي متفاوت آورده شده  شرايط اوليه همراه با ناپيوستگي و براي حالت

 .ندده اي نشان مي هاي جبهه بيني عددي وضع هوا براي پديده هاي پيش مدل
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Abstract 

The compact finite difference schemes have been found to give simple ways of reaching 
the objectives of high accuracy and low computational cost. During the past two decades, 
the compact schemes have been used extensively for numerical simulation of various 
fluid dynamics problems. These methods have also been applied for numerical solution of 
some prototype geophysical fluid dynamics problems (e.g., shallow water equations). 
Most of the compact finite difference schemes are symmetric (usually with 3 or 5 point 
stencil) and finding each derivative requires a matrix inversion. However, by splitting the 
derivative operator of a central compact scheme into one-sided forward and backward 
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operators, a family of compact MacCormack-type schemes can be derived. While these 
classes of compact schemes are as accurate as the original central compact methods used 
to derive the one-sided forward and backward operators, they need less computational 
work per point. In addition, the one-sided nature of the method is an essential advantage 
of the method especially when severe gradients are present. These two features (i.e. high 
accuracy and low computational cost) makes the compact MacCormack-type scheme an 
attractive candidate for numerical models of the atmosphere and oceans. 

This work focuses on the application of the fourth-order compact MacCormack-type 
scheme for numerical solution of the unsteady and non-linear Rossby adjustment problem 
(one and two dimensional cases). The second-order MacCormack method is also used for 
numerical solution of the equations. In the one-dimensional case, a single layer shallow 
water model is used to study the unsteady and nonlinear Rossby adjustment problem. The 
conservative form of the two-dimensional shallow water equations is used to study the 
unsteady and nonlinear Rossby adjustment problem in the two-dimensional case. For both 
cases, the time evolution of a fluid layer initially at rest with a discontinuity in the height 
filed is considered for numerical simulations. 

Examination of the accuracy and efficiency of the fourth-order compact MacCormack 
scheme for some analytical linear and nonlinear prototype problems, indicates the 
superiority of the fourth-order compact MacCormack scheme over the fourth-order 
centered compact, second-order centered and second-order MacCormack finite difference 
schemes especially in the presence of a discontinuity in numerical solution. 

For the Rossby adjustment problem, results show a clear improvement of the 
numerical solution, in particular near the discontinuity generated by the fourth-order 
compact MacCormack scheme compared to the second-order MacCormack method. 
Moreover, the overhead computational cost of the fourth-order scheme over the second-
order method is very low. It is also observed that to keep the numerical stability it is 
necessary to use a compact spatial filter with the fourth-order compact MacCormack-type 
scheme at each time step. 

 
Key words: Compact MacCormack Scheme, Numerical Accuracy, Nonlinear Rossby 
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 مقدمه    1

ي و اقيانوسي بعد از مقياس جو هاي بزرگ اغلب پديده
يك ناپايداري و يا يك ناپيوستگي اوليه در ميدان سرعت 

 به يو يا تكانه كه معمولاً با فرايند تبديل انرژي پتانسيل
درنهايت ، تمايل دارند كه استجنبشي و توليد موج همراه 

عبارت  به. ندتنظيم شو پايا راسبيصورت يك حالت  به
 يكي از )Rossby adjustment (راسبيديگر تنظيم 

ي و مقياس جو هاي بزرگ هاي برجسته پديده ويژگي
 كنوناز زمان راسبي تا . )1982گيل  (استاقيانوسي 
 براي شناخت بهتر گفته پيش زيادي روي پديده تحقيقات

 نظري چنين بررسي براي .است صورت گرفته آن 

تگي در ميدان جرم و يا تكانه در اي معمولاً ناپيوس پديده
شود و با شروع فرايند  زمان شروع فرايند درنظرگرفته مي

 Transient (ا به دو مرحله گذرراسبيمراحل تكامل تنظيم 

state(و پايا ) Steady state(با توجه به  .شود  تقسيم مي
معادلات حاكم بر مرحله و مستقل از زمان ماهيت خطي 

 مربوط به مرحله هاي بررسيليه بيشتر پايا، در تحقيقات او
، با ياد شدهعبارت ديگر مرحله نهايي پديده  پايا و يا به

براي اينكه بتوان .  بودتوجه به پايستاري تاوايي پتانسيلي،
دست آورد   بهراسبيدرك بهتري از پديده تنظيم 

 بررسي را مورد گفته پيشبايست بخش گذراي فرايند  مي
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و وابسته به  توجه به ماهيت غيرخطي با .بيشتري قرار داد
 حل تحليلي نبودمعادلات حاكم بر مرحله گذرا و زمان 
از  بايد براي شناخت اين مرحله ، معادلات اينبراي
حل عددي معادلات براي  .كردهاي عددي استفاده  روش

 ناپيوستگي اوليه  شكلبايد اكم بر مرحله گذرا ابتدا ميح
استفاده از  و سپس باود يين شدر ميدان جرم و يا تكانه تع

سازي مناسب  يك روش عددي كه توانايي شبيه
هاي متفاوت  ناپيوستگي را دارد، جواب مناسب در زمان

 .دست آيد به
 در هاي اخير گرايش به افزايش دقت در سال

ي و اقيانوسي با هاي جو  عددي شارشهاي سازي شبيه
. فته استها افزايش يا توجه به پيچيدگي ذاتي اين شارش

با توجه به كارايي مناسبي كه در هاي فشرده  روش
هاي  ساير شاخهدر ها  شارهعددي حركت سازي  شبيه

در تحقيقات اخير مورد اند،  ها نشان داده ديناميك شاره
، 2005اصفهانيان و همكاران  (اند توجه قرار گرفته

هاي فشرده از  اغلب روش. )2007الحجه و دريچل  محب
هايي با توجه به  ستند و در واقع چنين روشنوع مركزي ه

هاي  سازي ميدان ماهيت ذاتي موجود در آنها براي شبيه
بنابراين اگر . شارش همراه با ناپيوستگي مناسب نيستند

درنظر باشد كه ميدان شارش همراه با ناپيوستگي، مانند 
شده در تحقيق حاضر، با دقت   انتخابراسبيمسئله تنظيم 
سازي  شبيههاي تفاضل محدود فشرده  از روشو با استفاده 

 كه در آن بتوان كردبايست از روشي استفاده   مي،شود
بندي  در فرمولگير ر تعداد نقاط د،علاوه بر افزايش دقت

 .ساخت محدود به دو نقطهرا تفاضل محدود روش 
 راسبيدر مقاله حاضر براي حل عددي مسئله تنظيم 

از روش عدي عدي و دوبب در دو حالت يكغيرخطي ناپايا 
 Fourth order compact (كورمك فشرده مك

MacCormack scheme(  شود استفاده ميمرتبه چهارم .
 مورد نظر عرضهدست آوردن روابط روش  در ابتدا نحوه به

پيش از اعمال روش به معادلات  و پس از آن شود مي

دو مسئله خطي و غيرخطي كه داراي حل اصلي، از 
ند براي سنجش توانايي و دقت روش در حل تحليلي هست

استفاده عددي معادلات همراه با ناپيوستگي در ميدان حل، 
كورمك مرتبه دوم براي   مك همچنين از روش .شود مي

ها  مقايسه بهتر جوابامكان سازي مكاني و ايجاد  گسسته
ت نتايج حل عددي معادلادر نهايت نيز . شود مياستفاده 

 .شوند  ميآوردهي  غيرخطراسبيتنظيم 
 
 كورمك فشرده مكروش     2
 روشبندي  فرمول    2-1

بندي روش  دست آوردن فرمول جزئيات مربوط به نحوه به
هيكسون و تركل را كورمك مرتبه چهارم  فشرده مك

صورت مشروح  به) 1387(و همچنين فلاحت ) 2000(
صورت   به آنبندي  فرمولفقط و در اينجا اند كردهذكر 

هاي  شكل عمومي خانواده روش. شود ذكر ميخلاصه 
 مشتق مرتبه اول يك تابع دلخواه را برآوردفشرده براي 

 :صورت زير نوشت توان به مي
)1( }]{[1}]{[ fC

x
DB

Δ
=  

و  f مشتق مكاني تابع Dاي،   فاصله شبكهxΔكه در آن 
[C] و [B]ضرايب براي تابع هاي ترتيب ماتريس  به f  و

حال براي رسيدن به روابط روش . هستند Dعملگر مشتق 
 به دو عملگر D عملگر ضمني،كورمك فشرده مك

 :شود صورت زير تجزيه مي رو به سرو و پ پيش
)2( 

2
}{}{}{

BF DDD +
=  

ترتيب نمايانگر   بهB و Fهاي  در اين رابطه بالانويس
اول   مشتقبرآوردرو براي  رو و پس عملگرهاي پيش

براي رسيدن به روش مرتبه چهارم عملگرهاي . هستند
 :دست خواهند آمد به  صورت زير  رو به رو و پس پيش
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1 كه 1
 a

2 2 3
=  ، دو عملگر ايندر واقع جمع. است −

اين مطلب فرق . استعبارتي با دقتي از مرتبه چهارم 
كورمك  كورمك با روش مك اساسي روش فشرده مك

رو و  جمع دو عملگر پيش ه در آن حاصلمرتبه دوم را ك
. سازد رو عبارتي با دقتي از مرتبه دوم است، روشن مي پس

اگر دو رابطه بالا بر نقاط داخلي يك شبكه يكنواخت 
اعمال شوند، دستگاه معادلات جبري حاصل شامل 

 از دباي  كه براي حل آنها مياستهاي دوقطري  ماتريس
رو و  گرو پسرو براي عمل گذاري پيش عمل جاي

. رو استفاده كرد رو براي عملگر پيش گذاري پس جاي
ذكر اين نكته در اينجا ضروري است كه براي عمل 

گذاري كه در بالا به آن اشاره شد، دانستن مقادير  جاي
مقادير . استرو در مرزها لازم  رو و پس عملگرهاي پيش

 در مرزها با استفاده از روش صريح مورد نظرعملگرهاي 
در اين روش مقادير . آيد دست مي سويه به اي يك نقطه جپن

اي برابر با عملگرهاي  عملگرها در مرزها با دقتي از مرتبه
شود  رو نقاط داخلي تقريب زده مي رو و پس پيش

 ).1387 ، فلاحت2000هيكسون و تركل (
 
 پيمايش زماني    2-2

 شود كورمك استفاده مي براي پيمايش زماني از روش مك
صورت كلي شكل پايستار . )2000كسون و تركل هي(

 :صورت زير درنظر گرفت توان به معادلات را مي
)5( 0)( =+

∂
∂ uF

t
u

 

 بوده و u تابعي از F متغير پيشيابي و uدر رابطه بالا 
عدي باشد، ب عدي و يا سهعدي، دوبب بسته به اينكه مسئله يك

شامل مشتق اول تابع در راستاي محورهاي مختصات 
بنابراين شكل گسسته معادله بالا در زمان با . خواهد بود

دست  صورت زير به كورمك به استفاده از روش مك
 :آيد مي

)6( 
F* n n

Bn 1 n *

u u t F(u ) ,

1u (u u t F(u ) )
2

+ ∗

= − Δ

= + −Δ
 

كورمك  طور كه از رابطه پيدا است، روش مك همان
 ي كه در مرحله اول مقداراستاي   روش دومرحلهيك

و در ) ∗uيعني(شود  بيني مي  پيشuموقتي براي كميت 
n در زمان uمرحله دوم مقدار كميت  دست   به+1

ترتيب   بهB و Fهاي  بالانويس) 6(در رابطه . آيد مي
  مشتقبرآوردرو براي  رو و پس نمايانگر عملگرهاي پيش

كورمك  برخلاف روش مك. هستندمرتبه اول مكاني 
 از روش تفاضل گفته پيشمرتبه دوم كه در آن عملگرهاي 

دست  سويه به يك اي مرتبه اول سنتي دونقطهمتناهي 
كورمك عملگرهاي   روش فشرده مكآيند، در مي
دست  به) 4(و ) 3(رو با استفاده از روابط  رو و پس پيش
 .آيند مي

 
 دقتبررسي     3

كورمك  روش فشرده مك بررسي دقته بدر اين بخش 
هاي  روشو كورمك مرتبه دوم   مكبا روشايسه در مق

مرتبه دوم مركزي و فشرده مرتبه چهارم همراه با روش 
از . شود فراگ پرداخته مي ماني ليپسازي ز گسسته
  براي حل دو معادله مدل ياد شدههاي  روش
 بعدي فرارفت خطي و برگرز ناوشكسان كه  يك

 براي . شود داراي حل تحليلي هستند، استفاده مي
 تري از ميزان تفاوت دقت  آنكه بتوان درك مناسب

 دست آورد، در  هاي مورد بررسي به بين روش
 براي محاسبه ميزان خطاي هر يك از رمنُاينجا از يك 

هاي متعددي كه   نُرماز بين . شود ها استفاده مي روش
رم زير استفاده  در تحقيق حاضر از نُ،توان تعريف كرد مي

 :شده است
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تابع مورد  مقدار دقيق u تعداد نقاط، Nكه در آن 
 .استدست آمده از روش عددي   مقدار بهuبررسي و 

 
 معادله فرارفت    3-1
هاي   براي بررسي دقت روششده ولين معادله انتخابا

 كه با است c=1  معادله فرارفت با ضريب ثابت،متفاوت
 :شود رابطه زير بيان مي

)8( 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
u

t
u

 

ددي معادله بالا از شرايط اوليه و مرزي براي حل ع
در . شود ، استفاده مياند كرده هيكسون و تركل بيان باكه 

 كه محدوده تغييرات حل عددي از يك شبكه يكنواخت
x  20در آن x 450− ≤ تعداد نقاط با  ،است ≥

gn   خطاي كلي1 جدول. است  استفاده شده =471
 متفاوتهاي  براي روش را 2l نُرم به كمك دست آمده به

t در زمان 400  s= نشان  متفاوتهاي  براي روش
دهد كه روش فشرده  جدول نشان مياين  .دهد مي
تر  ها دقيق كورمك مرتبه چهارم نسبت به ساير روش مك

د كه خطاي روش كر مشاهده توان البته مي. كند عمل مي

كورمك مرتبه دوم و همچنين  مرتبه دوم مركزي و مك
كورمك مرتبه  هاي فشرده مرتبه چهارم و فشرده مك روش

اي  در واقع چنين نتيجه. چهارم به يكديگر نزديك هستند
اي  هاي مركزي و دونقطه به اين دليل است كه روش

اقد  ف،در حالتي كه ميدان حلمرتبه  كورمك هم مك
چراكه در واقع . كنند ناپيوستگي باشد، مشابه عمل مي

بيني و تصحيح در روش  پيشمجموع دو عملگر 
 .دهد كورمك يك عملگر مركزي را نتيجه مي مك

 
 معادله برگرز ناوشكسان    3-2

دومين معادله انتخاب شده معادله غيرخطي برگرز 
)Burgers (شكل زير است ناوشكسان به: 

)9( 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
uu

t
u

 

صورت  توان به معادله بالا را در شكل پايستار خود مي
  :زير نوشت
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در اينجا از دو شرط اوليه كه براي هر كدام جواب 
براي حل ) 2005پينچور و روبينستين (تحليلي وجود دارد 

اولين شرط اوليه .  است  معادله برگرز استفاده شده
عبارت ديگر يك شوك  رت يك ناپيوستگي و يا بهصو به

 براي حل عددي از يك شبكه يكنواخت كه .است
300 در آن xمحدوده تغييرات  ≤≤ x و شرايط مرزي 

.است  حاكم بر آن ديريكله است، استفاده شده 
 

tهاي متفاوت براي معادله فرارفت با ضريب ثابت در زمان   براي روش2lمقايسه خطاي كلي محاسبه شده به كمك  نرم . 1جدول 400 s=. 

 خطاي كلي )gn(تفكيك  سازي زماني گسسته روش
1108382.8 471 ليپ فراگ مرتبه دوم مركزي −× 

1104474.1 471 ليپ فراگ چهارمفشرده مرتبه  −× 
 471 مك كورمك مرتبه دوم 

1109547.8 −× 
2102106.9 471 مك كورمك فشرده مرتبه چهارم −× 
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هاي مناسب براي حل عددي معادله  از بين تفكيك
gn از تفكيك فوق ها استفاده   براي همة روش=1601

هاي مركزي  هاي عددي، روش در بين روش. است شده 
ها بيشتر از دو  گير در اين روش دليل اينكه تعداد نقاط در به

سازي براي تفكيك شوك ضعيف  نقطه است، هنگام شبيه
خطي همين دليل و با توجه به ماهيت غير به. كنند مي عمل 

معادله مورد بررسي، براي جلوگيري از خطاي ناشي از 
اندر كنش بخش غيرخطي معادله از يك پالايه مكاني 

است،  معرفي كرده ) 1992(لي  فشرده مرتبه چهارم كه لي
  تر از دو برابر فاصله هاي كوچك براي حذف طول موج

هاي مرتبه دوم مركزي و فشرده مرتبه  اي براي روش شبكه
 .است استفاده شده ) ركزيم(چهارم 

 هاي عددي ك بهتري از توانايي روشبراي اينكه در
 ميدان تحول 1  در شكل،در تفكيك شوك حاصل آيد

tدر زمان  uيافته  15 s= در شكل است   نشان داده شده
از دست آمده  نوسانات حول ناحيه ناپيوستگي در حل به

خوبي  شكل به. ت مركزي كاملاً مشهود اسهاي روش
كورمك مرتبه   روش فشرده مكتوانايي بسيار مناسب

. دهد چهارم را براي تفكيك مناسب ميدان حل نشان مي
هاي  ش كه رواستنكته قابل توجه ديگر در شكل اين 

خود از عملكرد   اي  دونقطهدليل ماهيت كورمك به مك
 خطا 2جدول . ندري در تفكيك شوك برخوداربسيار بهت

اين جدول نيز . دهد را براي اين شرايط اوليه نشان مي
.كند كورمك را تاييد مي هاي مك تر روش عملكرد دقيق

 
stجواب معادله برگرز ناوشكسان با شرط اوليه شوك در زمان . 1شكل   .هاي متفاوت  براي روش=15

 

tهاي متفاوت براي معادله برگرز ناوشكسان با شرط اوليه شوك در زمان   براي روش2lه كمك نرممقايسه خطاي كلي محاسبه شده ب .2جدول 15 s=. 
 خطاي كلي)gn(تفكيك  سازي زماني گسسته روش

21.8805 1601 بيم و ورمينگ مرتبه دوم مركزي 10−× 
36.8833 1601 بيم و ورمينگ فشرده مرتبه چهارم 10−× 
21.0427 1601 لكس وندروف مرتبه دوم مركزي 10−× 
36.7052 1601 لكس وندروف فشرده مرتبه چهارم 10−× 

23.0344 1601 ليپ فراگ وم مركزيمرتبه د 10−× 
39.1902 1601 ليپ فراگ فشرده مرتبه چهارم 10−× 

21.0017 1601 كورمك مك مرتبه دوم 10−× 
32.0850 1601 كورمك مك فشرده مرتبه چهارم 10−× 
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يعني شده  اوليه انتخابايط در ادامه دومين شر
عبارت ديگر معادله خط  اي درجه اول و يا به چندجمله

در اين مورد نيز حل عددي در . شود ي ميبررسراست 
در آن  x محدوده تغييرات كهيك شبكه يكنواخت 

0 x 45≤ gn تفكيك است، و با ≥ صورت  =1601
 خطاي كلي حاصل از حل عددي 3 جدول .است گرفته 
 در گفته پيشبراي شرايط اوليه را  گوناگونهاي  روش
tزمان  30 s=اين جدول عملكرد بهتر . دهد  نشان مي

دهد و  كورمك مرتبه چهارم را نشان مي روش فشرده مك
علت آنكه در ميدان حل ناپيوستگي  در اين حالت بهالبته 

وجود ندارد، روش فشرده مرتبه چهارم نيز از دقت خوبي 
 كه از است ذكر اين نكته ضروري .برخوردار است

اي در حل عددي معادله برگرز به كمك  گونه پالايه هيچ
است و ميرايي ذاتي   كورمك استفاده نشده روش مك

مسائل حل آن دسته از در  اندتو موجود در اين روش مي

 تا حد مناسبي ،ندارند يغيرخطي كه پيچيدگي زياد
 .هاي غيرخطي را كنترل كند اندركنش

هاي  مقايسه زمان محاسبات براي روش 4جدول 
 در حل عددي معادله برگرز با شرايط اوليه متفاوت

 درجه اول براي يك تحول زماني به مدت اي چندجمله
30 sكه مشخص است از اين جدول . دهد  را نشان مي

كورمك داراي زمان محاسباتي كمتري  روش فشرده مك
و اين بدين علت است هاي فشرده  نسبت به ساير روش

كورمك برخلاف عمل  كه در روش فشرده مكاست 
قطري در روش فشرده  هاي سه وارون كردن ماتريس

طري قوهاي د معمولي از عمل وارون كردن ماتريس
 شود كه اين عمل در زمان محاسبات  استفاده مي

 كورمك فشرده  بنابراين روش مك. تاثير زيادي دارد
 زمان محاسباتي كمي نيز زيادمرتبه چهارم علاوه بر دقت 

.دارد
 
 
 
 

اي درجه اول در زمـان   دله برگرز ناوشكسان با شرط اوليه چندجمله   هاي متفاوت براي معا     براي روش  2lمقايسه خطاي كلي محاسبه شده به كمك نرم          .3جدول  
t 30 s=. 

 خطاي كلي)gn(تفكيك  سازي زماني گسسته روش

42.3569 1601 بيم و ورمينگ مرتبه دوم مركزي 10−× 

55.4642 1601 بيم و ورمينگ فشرده مرتبه چهارم 10−× 

42.0681 1601 لكس وندروف مرتبه دوم مركزي 10−× 

41.0831 1601 لكس وندروف فشرده مرتبه چهارم 10−× 

42.1832 1601 ليپ فراگ مرتبه دوم مركزي 10−× 

41.1453 1601 ليپ فراگ فشرده مرتبه چهارم 10−× 

42.0715 1601 كورمك مك مرتبه دوم 10−× 

58.2419 1601 كورمك مك فشرده مرتبه چهارم 10−× 
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اي درجـه اول بـراي يـك         هاي متفاوت و براي معادله برگرز ناوشكسان با شرط اوليـه چندجملـه              براي محاسبات برحسب ثانيه براي روش      CPUن  زما. 4جدول  
tتحولزماني به مدت  30 s=. 

 )ثانيه(زمان )gn(تفكيك  سازي زماني گسسته روش

 8.1.09 1601 نگبيم و ورمي مرتبه دوم مركزي
 102.484 1601 بيم و ورمينگ فشرده مرتبه چهارم
 7.406 1601 لكس وندروف مرتبه دوم مركزي
 56.172 1601 لكس وندروف فشرده مرتبه چهارم
 4.531 1601 ليپ فراگ مرتبه دوم مركزي
 28.281 1601 ليپ فراگ فشرده مرتبه چهارم

 6.407 1601 كورمك مك مرتبه دوم
 9.359 1601 كورمك مك تبه چهارمفشرده مر

 
 عد در يك بغيرخطيراسبي تنظيم مسئله    4

هاي عددي با  اي كه از آزمايش حال با توجه به تجربه
 راسبيدست آمده، به حل مسئله تنظيم  معادلات مدل به

ميدان همراه با ناپيوستگي در عدي ب و ناپاياي يكغيرخطي 
معادلاتي كه براي بررسي نظري  .شود حل پرداخته مي

صورت  بهند گير  مورد استفاده قرار ميراسبيتنظيم پديده 
 :)1997پولواني و كوو  (هستندزير 
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دهنده   به ترتيب نشانv و uدر معادلات بالا 
 t. هستند y و xهاي سرعت در دو راستاي  لفهمو
fعمق شاره،  h، كننده زمان بيان 2= Ω  پارامتر

اي شاره   سرعت زاويهΩاست كه در آن كوريوليس 
ط ايشر. است) جاذبه( نيز شتاب گراني gو رخان چ

 يك ،شود  درنظر گرفته ميبررسياي كه براي  اوليه
 كه ،استل سكون اناپيوستگي در ميدان ارتفاع شاره در ح

 :)1997 ،كوو و پولواني (دنشو ع زير بيان ميبا تواب
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tارتفاع ميانگين لايه در زمان  Hكه در آن   0η و =0
به دليل اينكه شرايط اوليه . استانحراف از اين ميانگين 

,u) در معادلات حاكم ،است yمستقل از  v, h) مستقل 
tها يعني   زمانهمة براي yاز  .ندشو درنظر گرفته مي <0

براي اينكه درك بهتري از ماهيت خطي و غيرخطي بودن 
معادله حاكم و گذر بين اين دو حالت كه وابسته به شرط 

 ، معادلات حاكم با استفاده از حاصل شود،استاوليه 
 :دنشو عد ميب بيزير  هاي ميتك
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بعد از حذف علامت ) 11(معادلات  ،با چنين كاري
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 :ندشو زير ميوابط  تبديل به رها، پرايم از متغير

( )
( )

u u
u v 0

t x x

v v
u u 0

t x

u ( u)
0

t x x

∂ ∂ ∂η
+ α + − ε =

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ α + ε =

∂ ∂

∂η ∂ ∂ η
+ + α =

∂ ∂ ∂

)14(  

عد مورد استفاده ب در اين معادلات پارامترهاي بي
 :صورت زير هستند به

1/ 20

D

fL L L
,    Bu

H LgH gH / f
−η

α = ε = = = =

)15( 

 αتعريف شد، اولي يعني در بالا دو پارامتري كه از 
اثر  εدومي يعني ماهيت خطي و غيرخطي بودن و 

در رابطه . كند را در مسئله كنترل ميچرخان بودن شاره 
كل دهنده نسبت شعاع تغيير ش نشان Bu عدب بالا عدد بي

به مقياس طول افقي مشخصه شارش شاره ) DL(راسبي 
 بين صفر و يك درنظر αمحدوده تغييرات . چرخان است
 εشود و همچنين مقادير صفر و يا يك براي  گرفته مي
و  ناچرخانشود كه مقدار صفر معادل با حالت  انتخاب مي

 در معادله .سامانه استچرخان با حالت  يك معادل مقدار
 ماهيت خود را ،سمت صفر ميل كند مسئله  بهαاگر ) 14(
 دهد و همچنين اگر مقدار ير ميطي تغيخكاملاً   حالت به

 اب شود فيزيك مسئله به حالت انتخα براي يك
با براي حل عددي مسئله،  .كند دا ميتغيير پيغيرخطي 

 دباي كورمك مرتبه چهارم، مي استفاده از روش فشرده مك
 .را در شكل پايستار مورد استفاده قرار داد) 11(معادلات 

 
 عدديحل  نتايج    4-1

 گفته پيششده براي حل عددي مسئله   شبكه انتخاب
gnمناسب  يكنواخت با تفكيك اي شبكه  است =1601

15در بازه شده آن  عدب مكان بيكه  x 15− ≤  قرار ≥
، غيرخطي چرخانچهار حالت خطي و غيرمسئله در . دارد
 غيرخطي و نهايتو در ان خطي و چرخ، ان غيرچرخو

شاره كه  در حالتي. گيرد مي  مورد بررسي قرارانچرخ
بر با صفر درنظر گرفته  براεپارامتران است چرخغير
 برابر با عددي αدر اين حالت با انتخاب مقدار . شود مي

يل به حالت خطي، بسيار نزديك به صفر مسئله تبد
به اين حالت نتايج حل عددي مربوط . شود ميان غيرچرخ

 مقدار در مرحله بعدي. است   شدهآورده) الف(2در شكل 
0.3α انتخاب مسئله به اين با  و شود قرار داده مي =

 )ب(2شكل . شود تبديل ميان  غيرچرخ وحالت غيرخطي
بعد مرحله   در.دهد اين حالت را نشان مينتايج مربوط به 

1ε صفر درنظر گرفته   مقداري نزديك به αو  =
  وه حالت خطي مسئله را ب،موردنظردو انتخاب . شود مي

نتايج حل عددي براي اين حالت . كند تبديل ميان چرخ
در آخرين انتخاب .  است آورده شده )پ(2در شكل 

1ε 0.3αو  = انتخاب اين شوند كه  درنظر گرفته مي =
شكل  .كند تبديل ميان چرخ و مسئله را به حالت غيرخطي

با توجه به اينكه معادلات . مربوط به اين حالت است )ت(2
 فاقد حل تحليلي هستند، براي مقايسه راسبيمسئله تنظيم 

 3ها در شكل  براي اين حالت) 1997(پولواني كوو و نتايج 
مقايسه كيفي صحت و دقت . است   شده نمايش داده

دست آمده توسط روش فشرده  هاي به مناسب جواب
مشاهده . دهد ارم را نشان ميكورمك مرتبه چه مك
ها ناپيوستگي موجود در ميدان  شود كه در همه حالت مي

كورمك مرتبه چهارم   روش فشرده مكباخوبي  حل به
 .است  سازي شده شبيه

كنترل α پارامتر با بعدي اثر غيرخطي كه تحقيقاتدر 
ي مقدار در اين بررس. گيرد  مي مورد بررسي قرار،شود مي
ε نظر گرفته هاي عددي برابر با يك در  آزمايشهمة در

كننده ميزان  است و براي بررسي اثر پارامتر كنترل  شده
0.1α از مقادير مسئلهغيرخطي بودن  = ،0.4α  و =
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0.7α هاي  اندركنش αفزايش با ا. است  استفاده شده =
هنگام استفاده از . دنياب افزايش ميت  معادلادرغيرخطي 

0.7α ي ها اندركنشتر براي كنترل   و يا مقادير بزرگ=
يك از غيرخطي و جلوگيري از ناپايداري حل عددي 

 4شكل . است  استفاده شدهمرتبه ششم مكاني پالايه فشرده 

 α متفاوت مقدار  سهرا براي تحول زماني ميدان ارتفاع 
 را )1997(پولواني كوو و  نيز جواب 5شكل . دهد نشان مي
رغم استفاده از پالايه،  در اين حالت نيز علي. دهد نشان مي

دست  هاي به  نشان از دقت مناسب جواب،مقايسه كيفي
 .آمده دارد

 

 
حالت خطـي و  ) الف(هاي متفاوت  كورمك مرتبه چهارم برحسب مكان براي زمان بعدي حاصل از روش فشرده مك  ن ارتفاع مسئله تنظيم راسبي يك     ميدا .2شكل  

 .حالت غيرخطي و چرخان) ت(حالت خطي و چرخان ) پ(حالت غيرخطي و غيرچرخان ) ب(غيرچرخان 
 

 
 . است2ها مشابه شكل  اي ميدان ارتفاع مسئله تنظيم راسبي حالت، بر)1997(شده كوو و پولواني  نتايج عرضه . 3شكل 
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 .هاي متفاوتαهاي متفاوت به ازاي  كورمك مرتبه چهارم در زمان بعدي حاصل از روش فشرده مك ميدان ارتفاع مسئله تنظيم راسبي يك .4شكل 

 

 
 .هاي متفاوتαبراي ) 1997(شده كوو و پولواني  نتايج عرضه  :5شكل 
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يك كانال  در يعددوبغيرخطي راسبي مسئله تنظيم    5
 چرخان

 غيرخطي در راسبيدر بخش قبل حل عددي مسئله تنظيم 
عملكرد با توجه به . عد مورد بررسي قرار گرفتب  يك

ل  فشرده مرتبه چهارم در حكورمك مكخوب روش 
اين مسئله در اينجا  ،عديب  يكراسبيتنظيم عددي مسئله 

شود و عملكرد روش در اين  ميعد تعميم داده به دوب
. شود ميحالت نيز با نتايج كار ساير محققان مقايسه 

 يعد دوبراسبيشده براي مسئله تنظيم   معادلات انتخاب
 :)1999 ،همكاران  وهلفريش(هستند صورت زير  به
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معادلات آب ) 16(معادله  شده در عرضه روابط 
كه براي بررسي عددي و تحليل هستند عدي عمق دوب كم

 و هلفريش از سوي در دو بعد راسبيفيزيكي پديده تنظيم 
 )16(رابطه  .ندا درنظر گرفته شده) 1999(همكاران 

معادله تكانه ، xتكانه در راستاي محور ترتيب از معادله به
  و معادله پيوستگي تشكيل شدهyدر راستاي محور 

است عبارت از    مدلي كه در اين تحقيق استفاده شده.است 
در كه است ناپذير، همگن و ناوشكسان  يك شاره تراكم

محدود يك كانال چرخان با سطح مقطع مستطيلي 
 زيرين اين كانال مسطح و سطح بالايي آن سطح. شود مي

در راستاي هاي اين كانال چرخان  تنها ديوارهو  استآزاد 
 غيرخطي سخت درنظر راسبيدر مسئله تنظيم  xمحور 

شود كه سرعت عمود بر آن   كه باعث ميشود گرفته مي
 شرايط .فر درنظر گرفته شوده صوار همu يعني ها ديواره

 غيرخطي در راسبيشده براي مسئله تنظيم  اوليه انتخاب
ده براي مسئله ش كانال چرخان همانند شرايط اوليه انتخاب

صورت يك ناپيوستگي در  عدي بهب  يكراسبيتنظيم 

ميدان ارتفاع يك شاره در حال سكون درنظر گرفته 
 :شوند  زير بيان مي با توابعياد شده، شرايط اوليه .شود مي
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ر اين قسمت براي اينكه درك بهتري از مسئله تنظيم د
 غيرخطي در يك كانال چرخان حاصل شود، رابطه راسبي

 :ندشو عد ميب هاي زير بي  كميتبا) 16(
h x y td ,  x ,  y ,  t ,LD LgD

gDf
u vu ,  v
gD gD

′ ′ ′= = = =

′ ′= =
δ

 

) 18(  
 :استبرابر با عبارت زير  δعد ب  پارامتر بي بالاكه در رابطه

)19( 2/1Bu
fL
gD

==δ  

نسبت شعاع تغيير واقع از ديدگاه فيزيكي  در δپارامتر 
به  )Rossby radius of deformation (شكل راسبي
گذاري  با جاي. است y در راستاي محور Lمقياس طول 

و بعد از ) 16(در رابطه شده در بالا  عد ذكرب هاي بي كميت
به شكل  رابطه ،عدب هاي بي حذف علامت پرايم از كميت

 :شود زير بازنويسي مي
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عبارت ديگر  و يا به) 17(همچنين رابطه در ادامه 
صورت  عد خود بهب يشرايط اوليه حاكم بر مسئله در شكل ب

 :شود زير نوشته مي
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 و همكاران هلفريشمشابه با كار در تحقيق حاضر 
با شرايط اوليه ) 20(براي حل عددي رابطه ، )1999(

درنظر  1برابر با مقدار  δپارامتر ) 21(موجود در رابطه 
 عددي رابطه بالا به كمك براي حل .است گرفته شده
از بايست   مي،كورمك فشرده مرتبه چهارم روش مك

شكل پايستار . دكراستفاده ) 20(معادله شكل پايستار 
صورت برداري زير  توان به  را ميگفته پيشمعادلات 

 :نوشت
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 برابر با عبارات RوU ،E ،Fكه در آن بردارهاي
 :زيرند
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Tdvdud ),,(=U , 

Tuduvdddu ),,
2
1( 22 +=E  

Tvdddvuvd ),
2
1,( 22 +=F , 

Tudvd )0,,( −=R  

. ستا معرف ترانهاده يك ماتريس T كه در رابطه بالا
) 22(كورمك براي حل عددي رابطه  اگر از روش مك

از دو مرحله رابطه فوق  شكل گسستهاستفاده شود، 
 :خواهد شدصورت زير تشكيل  بهگو و مصحح  پيش

 :مرحله پيشگو
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 :مرحله مصحح
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گو  رحله پيشمربوط به م) 24(گونه كه در رابطه  همان
 مشتق برآوردبراي شود،  كورمك مشاهده مي روش مك

 از ترتيب  بهF و Eمرتبه اول متغيرهاي برداري 
است و در مقابل   رو استفاده شده رو و پس عملگرهاي پيش

 برآوردگو در مرحله مصحح براي  برخلاف مرحله پيش
ترتيب از عملگرهاي   بهF* و E* برداري مشتق متغيرهاي

چنين تركيب . ستا  رو استفاده شده رو و پس پيش
جايگشتي از عملگرها كه بدان اشاره شد، با نماد 

FB / BFكه در است در عمل بهتر  .شوند گذاري مي  نام
FBجايگشت هنگام حل عددي علاوه بر  / BF از 

BFهاي  جايگشت / FB، FF / BB و BB / FF  براي
 نكته در هنگام كه اينشود هاي زماني متوالي استفاده  گام

 غيرخطي راسبي معادلات حاكم بر تنظيم حل عددي
فلاحت  (ستا  در تحقيق حاضر رعايت شدهعدي دوب

1387(. 
گيري شكل اويلري  با توجه به اينكه در هنگام انتگرال

ليل خطاي د معادلات حاكم بر شاره ناپايداري غيرخطي به
هاي غيرخطي به وجود  دگرناميدن ناشي از اندركنش

وجود آمده  بايست اين ناپايداري غيرخطي به آيد، مي مي
يكي از اين  .با استفاده يك ابزار مناسب عددي كنترل شود

 كه در حل عددي مسئله است استفاده از پالايه ،ابزارها
يكي از  .به آن اشاره شدعدي ب طي يكرخ غيراسبيتنظيم 
 استلاف مصنوعي تهاي مناسب ديگر استفاده از ا روش

كه در تحقيق حاضر براي جلوگيري از ناپايداري غيرخطي 
  آن ازعدي غيرخطي دوبراسبيدر حل عددي مسئله تنظيم 

 .است   استفاده شده

ميرايي يك كورمك داراي  واره مك  طرحاگرچه
هاي  تواند بخشي از اندركنش  و اين ميرايي مياستذاتي 
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 اين با توجه به پيچيدگي  وجود با،غيرخطي را كنترل كند
عدي استفاده از عبارات ب دوراسبيميدان شاره در تنظيم 

لازم و ي ناپايداري غيرخطي براي جلوگيري از اتلاف
 جمله اتلافي كه در تحقيق حاضر براي حل .استضروري 

با استفاده از عدي  غيرخطي دوبراسبي تنظيمعددي مسئله 
 با متغير ،است  ار گرفته شدهك كورمك به روش مك
 :شود نمايش داده ميبرداري زير 

)26( 
Tvdud 0) , ,( ∇⋅∇∇⋅∇= ννD  

 كه با آزمايش عددي استپارامتري  νكه در آن 
آيد و همچنين مقدار آن به تفكيك انتخاب  دست مي به

مسئله در حل عددي . شده در حل عددي نيز بستگي دارد
 با استفاده از روش گرد غيرخطي تنظيم زمين

سمت راست رابطه   بهD متغير برداري ،كورمك مك
 و ∇لگرهاي براي محاسبه عم. شود اضافه مي) 22(

∇ رو  رو و پس توان از عملگرهاي پيش مي) 26(در رابطه ⋅
 .كرداستفاده 

 
 عدديحل نتايج     5-1

در اين قسمت نتايج عددي مربوط به حل عددي مسئله 
هاي  با استفاده از روش غيرخطي در دو بعد راسبيتنظيم 
 آوردهو فشرده مرتبه چهارم كورمك مرتبه دوم  مك
 شكل با عرض  يك ناحيه مستطيلي، هندسه مسئله.شود مي
L عدب بي  wبعد  بي و طول yدر راستاي محور  =50

 اين ناحيه درشده  عدب مكان بي. است xدر راستاي محور 
L در بازه yراستاي محور / 2 y L / 2− ≤  و است≥

 در بازه xحور مدر راستاي  استشده ناحيه  عدب مكان بي
w w

x
2 2
−

≤ براي حل   در تحقيق حاضر. قرار دارد≥
 غيرخطي در ناحيه راسبيعددي مسئله تنظيم 

با متفاوت  از سه طول ،ه به آن اشاره شدشكلي ك مستطيل
. است  شدهاستفاده داشتن عرض ناحيه مستطيلي  ثابت نگه

از كم به زياد ترتيب داراي مقادير  شده به  سه طول انتخاب

w 0.5= ،w wو =1 با توجه به اينكه در . هستند =4
  استفاده شدهاز شرايط مرزي سخت x راستاي محور

 برايx در راستاي محور گفته پيشاست، شرايط مرزي  
 :شوند شده با روابط زير بيان مي  هر سه طول انتخاب

)27( 0)0,,
2

(  `,0)0,,
2

( ==−== tywutywu  

 در تحقيق حاضر از قيد ناوشكسان در دليل اينكه به
كه شرط است شود، لازم  دلات حاكم استفاده ميحل معا

 براي مولفه افقي سرعت در )Free slip (لغزش آزاد
سمت در مرزهاي سمت چپ و  v يعني yراستاي محور 
در شرط لغزش آزاد . درنظر گرفته شود xراست محور 

 :شود با روابط زير بيان مي دهياد شدو مرز 
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 نيز از شرط مرزي گراديان شار yدر راستاي محور 
است كه اين   استفاده شده )Zero flux gradient (صفر

j (بالابراي مرز شرط  N= ( پايين و مرز)j  در )=1
 :شود  با روابط زير بيان ميyراستاي محور 
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در حالتي كه طول كانال برابر با مقدار 
w 51، از يك تفكيك مناسب است=0.5 در ×5001

تفكيك متناظر با يك . است  حل عددي استفاده شده
 و است y و xكنواخت در دو راستاي محور شبكه ي

اي در چنين حالتي در راستاي محورهاي  فواصل شبكه
گام زماني . است 0.01 هر دو برابر با مقدار ،مختصات

انتخاب شده در اين حالت با توجه شرط پايداري خطي 
است، برابر    مربوط به آن آمدهمطالبت كه در بخش پيوس

tبا مقدار  0.001Δ  براي كنترل . است =
هاي غيرخطي  خطي ناشي از اندركنشناپايداري غير

 درنظر 0.005برابر با مقدار ) 26( در رابطه νپارامتر 
 .است  گرفته شده
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حل عددي مسئله به رتيب مربوط ت  به7 و 6هاي  شكل
كورمك  غيرخطي با استفاده از روش مك راسبيتنظيم 

مرتبه دوم و فشرده مرتبه چهارم در يك كانال چرخان با 
wطول   در  ميدان ارتفاع، دو شكل ايندر. است =0.5

tعد ب  بي زمانسه  4= ،t t  و=12 نشان داده  =20
 نتايج استگونه كه از اين دو شكل پيدا  همان. است  شده

كورمك مرتبه دوم و فشرده مرتبه چهارم  دو روش مك
با توجه به اينكه معادلات مسئله . استنزديك به يكديگر 

 براي مقايسه اند، عد فاقد حل تحليلي در دوبراسبيتنظيم 
 در )1999( و همكاران هلفريشيج نتا ،ها كيفي جواب

اين مقايسه كيفي نشان از  .است   نشان داده شده8شكل 
هاي   روشبادست آمده   بهايه صحت جواب

 نكته .داردهارم چكورمك مرتبه دوم و فشرده مرتبه  مك
ك مرتبه كورم هاي مك  روشزيادتوجه ديگر قدرت  قابلِ

هاي شارش  نسازي ميدا در شبيه دوم و فشرده مرتبه چهارم
 .است با ناپيوستگي

 

 
wميدان ارتفاع مسئله تنظيم راسبي غيرخطي دوبعدي در يك كانال چرخان با طول               .6شكل   كورمك مرتبـه دوم      در سه زمان متفاوت كه از روش مك        =0.5

]ارتفاع در بازه  پربندهاي هم. است سازي آن استفاده شده  در شبيه ]0,  . است0.025 قراردارند و اختلاف بين دوپربند متوالي برابر با 1 
 

 
 .است كورمك فشرده مرتبه چهارم در حل عددي استفاده شده   با اين تفاوت كه از روش مك6مانند شكل . 7شكل 
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wي غيرخطي در يك كانال چرخان با طول براي حل عددي مسئله تنظيم راسب) 1999(هلفريش و همكاران نتايج  .8شكل  0.5=. 

 
 غيرخطي در راسبيمسئله تنظيم  حل عددي ،در ادامه

wكانالي با طول   تفكيك .شود  درنظر گرفته مي=1
101انتخاب شده در اين حالت برابر با   كه است ×5001

در راستاي هر دو محور 0.01ي ا متناظر با فواصل شبكه
شده    گام زماني انتخابدر اين حالت. استمختصات 

tبرابر با مقدار  0.001Δ  نيز در اين νپارامتر . است =
مقدار حالت براي جلوگيري از ناپايداري غيرخطي برابر با 

هاي  ر زمان ميدان ارتفاع د9 در شكل. است 0.005
tعد ب بي 4= ،t t و =12 است    نشان داده شده=20
 با استفاده راسبي ميدان از حل عددي مسئله تنظيم  اينكه

. است  كورمك مرتبه دوم حاصل شده از روش مك
 نتايج حل عددي مسئله تنظيم 10همين ترتيب در شكل  به

كورمك فشرده   غيرخطي با استفاده از روش مكراسبي
tعد ب مرتبه چهارم براي ميدان ارتفاع در سه زمان بي 4= ،

t t و =12 گونه كه از  همان. است   نشان داده شده=20
كورمك  نتايج دو روش مك است،اين دو شكل پيدا 

 در اين .استمرتبه دوم و فشرده مرتبه چهارم شبيه هم 
دست آمده  هاي به قسمت نيز براي اينكه از صحت جواب

كورمك مرتبه دوم و فشرده مرتبه چهارم  هاي مك روشبا 
 و همكاران هلفريش با شده عرضه نتايج ،بتوان باخبر شد

 كه اين اند هبه نمايش گذاشته شد 11در شكل ) 1999(
 بادست آمده  هاي به دهنده صحت جواب شكل نشان

كورمك مرتبه دوم و فشرده مرتبه چهارم  هاي مك روش
عدي از تكامل ب  يك نماي سه12 در ادامه شكل .است

گرد غيرخطي در يك كانال با  زماني مسئله تنظيم زمين
wطول  ورمك ك دهد كه از روش مك را نشان مي =1

 .است  سازي آن استفاده شده فشرده مرتبه چهارم در شبيه
آخرين طول انتخاب شده براي كانال چرخان در 

w غيرخطي راسبيمسئله تنظيم  تفكيك . است =4
201شده در اين حالت تفكيك   انتخاب  است ×2501

ر دو  در ه0.02اي   تفكيك متناظر با فاصله شبكه اينكه
براي حل عددي مسئله . استراستاي محور مختصات 

 غيرخطي در اين حالت از گام زماني راسبيتنظيم 
t 0.001Δ براي كنترل  ν پارامتر و  شده   استفاده=

0.005νدر اين حالت برابر با مقدار ناپايداري   درنظر =
 نتايج مربوط به ميدان 13در شكل  .است  گرفته شده
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 غيرخطي راسبيارتفاع حاصل از حل عددي مسئله تنظيم 
هاي متفاوت  كورمك مرتبه دوم و در زمان  روش مكبا

 نتايج 14همين ترتيب در شكل   به.است  نشان داده شده
 غيرخطي براي ميدان ارتفاع راسبيحل عددي مسئله تنظيم 

كورمك   با استفاده از روش مكمتفاوتهاي   زماندر
 در اين حالت نيز .است  فشرده مرتبه چهارم نشان داده شده

كورمك مرتبه دوم و  نتايج عددي حاصل از دو روش مك
در . استفشرده مرتبه چهارم بسيار نزديك به يكديگر 

دست آمده هلفريش و همكاران   نتايج عددي به15شكل 
 نشان داده متفاوتن ارتفاع در سه زمان براي ميدا) 1999(

اين شكل نيز صحت و مطابقت خوب نتايج . شده است

كورمك مرتبه دوم و فشرده مرتبه  هاي مك عددي روش
 .كند چهارم را تاييد مي

 به wدست آمده با افزايش  براساس نتايج بهعلاوه  هب
مانند (ي مسئله مقادير بيشتر از شعاع تغيير شكل راسب

w صورت  ها به جريان در حين تنظيم روي ديواره) =4
روي ديوارهاي چپ و راست ) مرزي(دو موج كلوين 

هايي از  كند و در مراحل اول تنظيم نيز نشانه حركت مي
شود  لختي در آن مشاهده مي-امواج گراني و گراني

نظر  ايي نيز بهدر مراحل تنظيم نه. )14 و 13هاي  شكل(
دار شدن سطح شاره در مركز كانال  رسد جريان با شيب مي

tزمان (شكل گرفته است  .)14 و 13هاي   در شكل=20
 

 
wميدان ارتفاع مسئله تنظيم راسبي غيرخطي دوبعدي در يك كانال چرخان با طول              . 9شكل   كورمـك مرتبـه دوم در        از روش مك    در سه زمان متفاوت كه     =1

]ارتفاع در بازه  پربندهاي هم. است سازي آن استفاده شده  شبيه ]0,  . است0.025 قراردارند و اختلاف بين دوپربند متوالي برابر با 1 
 

 
 .است چهارم در حل عددي استفاده شده كورمك فشرده مرتبه   با اين تفاوت كه از روش مك9مانند شكل  :.10شكل 
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wبراي حل عددي مسئله تنظيم راسبي غيرخطي دوبعدي در يك كانال چرخان با طول ) 1999( نتايج هلفريش و همكاران .11شكل  1=. 

 
 

 
 

wكانال چرخان با طول بعدي از تحول زماني ميدان ارتفاع مسئله تنظيم راسبي غيرخطي در يك             نماي سه . 12شكل   كورمك فشرده مرتبه   كه از روش مك=1
 .است سازي آن استفاده شده  چهارم در شبيه
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wميدان ارتفاع مسئله تنظيم راسبي غيرخطي در يك كانال چرخان با طـول               .13شكل   م در كورمـك مرتبـه دو    در سـه زمـان متفـاوت كـه از روش مـك             =4

]ارتفاع در بازه  پربندهاي هم. است سازي آن استفاده شده  شبيه ]0,  . است0.05 قراردارند و اختلاف بين دوپربند متوالي برابر با 1 
 
 

 
 .است  شده كورمك فشرده مرتبه چهارم در حل عددي استفاده  با اين تفاوت كه از روش مك13مانند شكل . 14شكل 
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wبراي حل عددي مسئله تنظيم راسبي غيرخطي در يك كانال چرخان با طول) 1999(نتايج هلفريش و همكاران  .15شكل  4=. 

 

 گيري نتيجه    6
در دو حالت  غيرخطي ناپايا راسبيحل عددي مسئله تنظيم 

با ي و با شرايط اوليه داراي ناپيوستگعدي عدي و دوبب يك
مرتبه چهارم مورد كورمك  روش فشرده مككارگيري  به

 روش امكان عددي  ايندر واقع. مورد بررسي قرار گرفت
دو نقطه و با دقت مرتبه چهارم تنها درگير كردن با را 

 گفته پيشبنابراين با توجه به اين نكته روش . كند فراهم مي
ا هاي جريان همراه ب توانايي مناسبي براي حل ميدان

 براي صورت گرفتهبررسي . ناپيوستگي خواهد داشت
هنگام حضور دهند كه  مسائل مدل با حل تحليلي نشان مي

كورمك مرتبه  ناپيوستگي در ميدان حل روش فشرده مك
عملكرد مركزي هاي تفاضل محدود  چهارم نسبت به روش

هاي جريان  البته براي ميدان. دهد بهتري را از خود نشان مي
،  خوداي با توجه به ماهيت دونقطه روش اين هموار نيز

ت نيز از لحاظ حجم محاسبازياد، تامين دقت بر علاوه 
علاوه با توجه به ميرايي ذاتي  ه ب.عملكرد بسيار مناسبي دارد

 صورت گرفتههاي عددي  موجود در اين روش، آزمايش

 دهد كه ميرايي ذاتي مسئله مدل غيرخطي نشان مييك با 
هاي غيرخطي را  ند بخشي از اندركنشتوا  روش مياين

كه آزمايش مشابه براي روش فشرده  ميرا كند درحالي
 .پذير نبود مرتبه چهارم بدون استفاده از پالايه عددي امكان

 غيرخطي راسبيهاي حاصل از حل مسئله تنظيم  جواب
هاي خطي،  براي تركيبي از حالتعد ب  در يكناپايا 

مراه با ناپيوستگي در غيرخطي، چرخشي و غيرچرخشي ه
و مقايسه آنها با نتايج ساير محققان، صحت و ميدان حل 

كورمك مرتبه چهارم  روش فشرده مكمطلوب عملكرد 
هاي حاصل از حل   در نهايت جواب.دهد را نشان مي

گرد غيرخطي در يك كانال  عددي مسئله تنظيم زمين
  با استفاده از روشهاي مختلف چرخان با طول

از مطابقت بسيار خوبي  فشرده مرتبه چهارم كورمك مك
نشان داد و همچنين با نتايج كار ساير محققان لحاظ كيفي 

كورمك از   كه روش مكاستنتايج بيانگر اين حقيقت 
هاي شارش همراه با  سازي ميدان  در شبيهزياديتوانمندي 

با توجه به نتايج  بنابراين .استناپيوستگي برخوردار 
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  اينكارگيري بهوان اميدوار بود كه ت دست آمده مي به
بيني عددي وضع هوا و  هاي عددي پيش در مدلروش 

اي شامل  هاي ميان مقياس با اثرات جبهه ويژه مدل به
همراه داشته  ، نتايج خوبي بهگسستگي در ميدان شارش

 .باشد
 

 پيوست
كورمك مرتبه دوم و  هاي مك تحليل پايداري روش

 مكورمك فشرده مرتبه چهار مك
هاي  طور مختصر به تحليل پايداري روش      در اين پيوست به   

كورمك مرتبـه دوم و فشـرده مرتبـه چهـارم پرداختـه              مك
. اسـت   كـرده   ارائه  ) 1387( جزئيات بيشتر فلاحت     .شود مي

كورمـك فشـرده مرتبـه        مـك   براي تحليـل پايـداري روش     
 :شود چهارم معادله فرارفت خطي درنظر گرفته مي

)1( 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
uc

t
u

 

، شكل گسسته رابطه بالا بـا اسـتفاده         cبا فرض ثابت بودن     
 :صورت زير است كورمك به از روش مك

)2( 

Fn
* n
j j

j

B*
n 1 n *
j j j

j

uu u c t ,
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1 uu (u u c t )
2 x
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∂
= − Δ
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∂
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رو  رو و پـس    با توجه به ضمني بودن عملگرهاي پـيش       
كورمك فشرده مرتبـه چهـارم بـراي تحليـل           در روش مك  
بايست از مفهوم عـدد مـوج پيراسـته           مي )1(پايداري رابطه   

)Modified wave number ( اســتفاده شــود) هيكســون و
براي جواب يك معادله ديفرانسـيلي ماننـد    ).2000 ،تركل

، در يــك زمــان )1(بعــدي در رابطــه  معادلــه فرارفــت يــك
صورت يك مد فوريه درنظـر گرفتـه         خاص يك جواب به   

 :شود مي
)3( ikxt

k eAtxu =),(  

i عدد موج،    kكه در رابطه بالا      1=  يك عدد   A و   −
 Amplification(نمـايي   مختلط است كـه ضـريب بـزرگ   

factor ( اگر از رابطه بالا نسـبت بـه مكـان           ..شود ناميده مي 
 :آيد دست مي مشتق گرفته شود رابطه زير به

)4( ikueikA
x
u ikxt

k ==
∂
∂

 

 در  uبا قياس با روابط تحليلي بالا، بـراي مشـتق اول تـابع              
jxيك نقطـه شـبكه ماننـد         j x= Δ        كـه بـا روش تفاضـل 

شود و همچنين مقـدار تـابع در ايـن           محدود تقريب زده مي   
 :شود نقطه روابط زير درنظر گرفته مي

)5( 
)()( xjiktn

k
n
j eAu ΔΔ= , 

n
jM

n

j
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عدد موج پيراسته است كه خود يك       MKكه در رابطه بالا     
بنــابراين عــدد مــوج .  اســتkتــابع مخــتلط از عــدد مــوج 

 :صورت زير درنظر گرفت توان به  را ميMKپيراسته 
)6( )()()( kiKkKkK irM +=  

كورمـك مرتبـه     در ادامه براي تحليل پايـداري روش مـك        
در دو رابطـه    ) 5(گـذاري رابطـه       بايست از جـاي    چهارم مي 

با اين كار، دو عـدد مـوج پيراسـته          . استفاده كرد ) 4(و  ) 3(
B
MK  وF

MK     ه هاي پيراسته مربوط ب ـ     كه به ترتيب عدد موج
رو هسـتند و بـا روابـط زيـر بيـان         رو و پس   عملگرهاي پيش 

 .آيند دست مي شوند، به مي
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)8( 
) 5(در اين قسمت با توجه به دو رابطه بالا و همچنين رابطه             

صـورت   به) 2(اي از عمليات جبري، رابطه        پس از مجموعه  
 :آيد زير در مي
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)9( 
nبا درنظر گرفتن رابطه      1 n

j ju Au+ شـكل   ، رابطـه بـالا بـه      =
 :آيد زير درمي

[ ]B
M

B
M
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F
Mk KtKciKiKtcA Δ++

Δ
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2
1 

)10( 
ــراي بررســي تحليــل پايــداري روش مــك  كورمــك  ب

نمايي و يا     بايد اندازه ضريب بزرگ    فشرده مرتبه چهارم مي   
 با توجه به رابطه     kA. دست آيد   به kAبه عبارت ديگر    

 :آيد دست مي زير به
)11( *

kkk AAA =  

*كــه در رابطـــه بـــالا  
kA هميـــوغ مخـــتلط )Complex 

conjugate (kAــه .  اســت ــراي ب ــرايط   ب دســت آوردن ش
 kAريب بزرگنمــايي يعنــي پايــداري خطــي، انــدازه ضــ

 :بايد در نامساوي زير صدق كند مي
 1≤kA  

ــكل  ــم 16در ش ــوط ه ــدار   خط ــدد  kAمق ــب ع  برحس
و عـدد مـوج رسـم شـده     Courant number (μ(كورانت 

 :شود ريف ميعدد كورانت با رابطه زير تع. است 

x
tc

Δ
Δ

=μ  

شــود،  مشــاهده مــي) ب(16گونــه كــه در شــكل  همــان
kAنامســاوي  ــه≥1 ــت در محــدوده    ب ــدد كوران ازاي ع

0.57μ شـود   بنابراين نتيجه گرفتـه مـي     . باشد  برقرار مي  ≥
كورمك فشرده مرتبه چهـارم   كه شرط پايداري روش مك  

 :شود رابطه تقريبي زير بيان ميبا 
)12( 57.0≤μ  

ــزرگ   ــريب بـ ــابه، ضـ ــي مشـ ــا روشـ ــايي روش  بـ نمـ
 :آيد دست مي صورت زير به كورمك مرتبه دوم نيز به مك

)sin()cos(1 22 xkixkAk Δ+Δ+−= μμμ
)13( 

ــه  ــراي بـــــــ ــرط   بـــــــ ــت آوردن شـــــــ  دســـــــ
  kAكورمـــــك مرتبـــــه دوم  پايـــــداري روش مـــــك

 در . دســـــت آيـــــد ايـــــد از رابطـــــه بـــــالا بـــــهب مـــــي
  بـــراي kAمقـــدار  خطـــوط هـــم ) الـــف(16شـــكل 

ــده  ــيم شـ ــن روش ترسـ ــت ايـ ــن   .  اسـ ــه ايـ ــه بـ ــا توجـ  بـ
 شــــــكل شــــــرط پايــــــداري خطــــــي بــــــراي روش 

 :شود كورمك مرتبه دوم با رابطه زير بيان مي مك
)14( 1≤μ  

 

 
 .كورمك فشرده مرتبه چهارم روش مك) ب(كورمك مرتبه دوم و  مك) الف( برحسب عدد كورانت و عدد موج براي kAقدار م خطوط هم. 16شكل 
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 قدرداني
حمايت از اين كار براي نويسندگان مقاله از دانشگاه تهران 

 .كنند تحقيقاتي تشكر مي
 

 منابع
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