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  چكيده
چيزي جز حل يك معادله ديفرانسيل مرتبه دو نيست كه امروزه اين معادله به علت دقت زياد ديناميكي يك ماهواره مسئله تعيين مدار 

گيري مدار همچنان از  ها و فنون محاسباتي، انتگرال رغم پيشرفت رايانه علي. شود صورت عددي حل مي هاي عددي، به روش
 اگرچه. نقطه است  به  علت اين مسئله لزوم محاسبه شتاب به صورت نقطه. آيد اي به حساب مي بر در ژئودزي ماهواره ايندهاي زمانفر
در محاسبه شتاب، سرعت اجراي برنامه را تا حد زيادي بهبود داد، اما امكان  )Vectorize(سازي   توان با استفاده از فنون برداري مي

مرحله وجود   به  دليل وجود رابطه بازگشتي بين آنها و لزوم محاسبه مرحله هاي لژاندر، به اي ن براي محاسبه چندجملهاستفاده از اين ف
هاي  اي توان به برآورد دقيقي از چندجمله هاي تقريب مي در اين مقاله نشان داده خواهد شد كه با استفاده از روش. نخواهد داشت

گيري سرعت برنامه را  هاي تقريب زده شده در فرايند انتگرال اي ا كرد و با استفاده از اين چندجملهلژاندر در نقاط دلخواه دست پيد
تر استفاده كرد كه براي  هاي مرتبه پايين اي توان از چندجمله هاي كوتاه مي براي تقريب توابع لژاندر در بازه. چندين برابر افزايش داد

هاي لژاندر، در نقاط معلوم از مشتقات مرتبه اول و دوم  اي توان علاوه بر مقدار چندجمله ين مياي مرتبه پاي يافتن ضرايب اين چندجمله
ارتفاع   هاي كم گيري مدار ماهواره هاي لژاندر به مسئله، دقت روش تقريب انتگرال اي با ورود مشتقات چندجمله. آن نيز استفاده كرد

)LEO (متر خواهد بود اي زير يك ميلي ه زماني دو هفتهكه داراي بيشترين اغتشاش هستند در يك باز.  
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Abstract 

The Low Earth Orbiting (LEO) satellites are widely used for geosciences applications. 
For most applications, precise orbital information of the satellites is required. A 
Combination of the in suite observations and dynamic orbit yields the optimum solution. 
In order to obtain the combined optimal solution, one needs to analytically or numerically 
propagate the state vector epoch by an epoch based on dynamic force models. In the 
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analytical propagation, the dynamic model simplification leads to a biased solution. On 
the other hand, the numerical solution is a highly time- consuming computational task. 
Among all computation parts, computation of the Legendre Polynomials is the most time- 
consuming. Vectorization could effectively reduce computation time of the polynomials 
for the gravity field modeling. However, it cannot be implemented for the orbit 
determination because of the point-to-point computation in orbit propagation.  

In this article, we propose a new method for effective computation of the Legendre 
polynomials. The proposed method is based on the approximation of the polynomials at 
any arbitrary point using pre-computed values of the polynomials on evenly-spaced grid 
points (i.e., mesh points).  Moreover, the first- and second-order derivatives of the 
polynomials are simultaneously computed using the recurrence relations at the mesh 
points. Therefore, the polynomials can be approximated using the Hermite approximation 
algorithm between the mesh points. In other words, employing the Legendre polynomial 
derivatives for estimating the best approximating function efficiently prevents the 
approximating oscillations of polynomials between the mesh points. Consequently, the 
approximating function perfectly follows the Legendre polynomials between the mesh 
points.   

Of course, a few methods have been proposed for fast computation of dynamic orbits 
by other researchers. They are mostly based on the computation of the gravitational 
acceleration on the mesh points and approximation of the acceleration between the mesh 
points. Our proposed method leads to higher accuracy since both the Legendre 
polynomials and their derivatives are used for approximation.  

In order to show numerical performance, the proposed method has been implemented 
for a CHAMP-type LEO satellite orbit propagation. Sub-millimeter approximation error 
can be achieved for a two-week propagated orbit. 

 
Key words: Orbit propagation, LEO satellites, Legendre Polynomials, Polynomial 

approximation, Hermite Interpolation. 
  

  مقدمه   1
ها ناشي از توزيع  بخش عمده اغتشاش در حركت ماهواره

نامتقارن جرم در  زمين است و هرچه ماهواره به سطح 
ها   هاي بيشتري از اين اغتشاش تر باشد بسامد زمين نزديك

از آناليز . ).2003سيبر، ( روي آن تاثير خواهد گذاشت
 450km تا 420km كه در ارتفاع CHAMPمدار ماهواره 

 قابل 70قرار دارد ضرايب ميدان پتانسيل تا درجه و مرتبه 
بازيابي است و اين مسئله به نوعي بيانگر اين واقعيت است 

 بسط روي 70كه پتانسيل جاذبه زمين تا درجه 
ريبلت و ( استهايي در اين ارتفاع تاثيرگذار  ماهواره

فاده از  با استGRACEر ماهواره  البته د .)2003همكاران، 
گيري تغييرات فاصله بين دو  مشاهدات تفاضلي و اندازه

توان ضرايب بسط پتانسيل را تا درجه و مرتبه  ماهواره، مي
با تلفيق اطلاعات زميني واطلاعات .  به دست آورد120

 افزايش 140اي، اين ضرايب تا درجه و مرتبه  ماهواره
مسئله در با توجه به اين . )1985رومل و كلومبو، ( يابد مي

 يا تك CHAMPارتفاع شبيه  تعيين مدار يك ماهواره كم
 به صورت يك مورد تحقيقاتي، براي GRACEماهواره 

 يا شايد حتي 140توان به درجه و مرتبه  محاسبه شتاب مي
ه اين خود باعث كاهش  نيز بسنده كرد ك140تر از  پايين

  .حجم محاسبات خواهد شد
 به ند عرضه كرد)1998(  و ليندر روشي كه هوآنگ

 معمولا يك ،منظور تقريب شتاب براي محاسبه انتگرال
هاي تقريب  بعدي توليد و با استفاده از روش  شبكه سه

هوآنگ و (. شود مقدار شتاب در نقاط مياني محاسبه مي
بعدي بر حسب  در اين روش شبكه سه). 1998لين، 
λϕ,,rاي از  جموعهشود كه در واقع م  توليد مي
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. اند هايي با شعاع متفاوت هاي محاسبه شده روي كره شتاب
محاسبه شتاب در هر مختصات دلخواه با استفاده از نقاطي 

بعدي در همسايگي نقطه موردنظر هستند،  كه در فضاي سه
يكي از معايب عمده اين روش حجم . گيرد صورت مي
داري شود و ها است كه بايد در حافظه رايانه نگه زياد داده

هرچه قدرت تفكيك اين شبكه را بالاتر ببريم، حجم داده 
كار كردن با اين . به صورت تصاعدي بالا خواهد رفت

حجم داده علاوه بر اشغال حافظه، خود نيز يكي از عوامل 
يكي ديگر از معايب اين . كندي محاسبات خواهد بود

است كه تفاوت r,φ,λ روش تقريب شتاب در سه راستاي 
با استفاده از . كند اب واقعي را با شتاب تقريبي زياد ميشت

 خطاي موقعيت و سرعت براي يك  و لينروش هوآنگ
 و m 10-4ارتفاع در سه روز به ترتيب در حد  ماهواره كم

m/s 10-71998هوآنگ و لين، (  خواهد بود.(  
با توجه به اينكه زمان عمده در محاسبه شـتاب مربـوط            

هاي لژاندر است كه فقـط تـابعي از          اي به محاسبه چندجمله  
 است، لذا در اين مقاله با اسـتفاده از يـك روش             φي   مولفه

هــاي لژانــدر، ســرعت    اي جديــد در تقريــب چندجملــه  
. اسـت  داري افـزايش داده شـده      صـورت معنـي     محاسبات به 
علــت محاســبات مــستقيم شــتاب در موقعيــت   همچنــين بــه

ا، دقت محاسبات  و نبود تقريب در اين دو راست      r,λصحيح  
بـراي  .  افزايش يافته است  و لين  در مقايسه با روش هوآنگ    

هـــاي لژانـــدر از روش تقريـــب    اي تقريـــب چندجملـــه 
اين روش با وجود سـادگي،      . كنيم اي استفاده مي   چندجمله

ديــويس، ( روشــي پركــاربرد در مباحــث گونــاگون اســت 
هاي ناخواسته   يكي از معايب اين روش بروز نوسان    ). 1975

توان استفاده از روش هرميـت را        ست كه براي حل آن مي     ا
توان به   در نتيجه مي  ). 2002استائر و بيليرش،    (پيشنهاد كرد   

ــري در محاســبه شــتاب دســت يافــت و روش    تقريــب بهت
تـر    هـاي طـولاني   گيري را حتي براي بازه     تقريب در انتگرال  

 همچنين. نيز مورد استفاده قرار داد) Long arcمدار (زمان 
ــه يــك شــبكه   در ايــن روش بــه جــاي شــبكه ســه  بعــدي ب

بعدي نيـاز خـواهيم داشـت كـه باعـث كـاهش حجـم                   يك
  .شود هاي نگهداري شده در حافظه رايانه مي داده

  
   محاسبه شتاب بدون تقريب و با تقريب   2

به منظور محاسبه عددي انتگرال، نياز است كه مقادير تابع 
در اينجا تابعي كه . ين بدانيمهاي مع زير انتگرال را در بازه

از آن انتگرال گرفته خواهد شد، تابع برداري شتاب جاذبه 
اما مشكل اينجا است كه محاسبه شتاب به دليل لزوم . است

در . بر است هاي لژاندر، فرايندي زمان اي چندجمله محاسبه
اين تحقيق براي كاهش زمان محاسبات، به جاي محاسبه 

ها، از مقدار تقريبي آنها استفاده   يا مستقيم اين چندجمله
هاي لژاندر در يك  اي ديگر چندجمله  عبارت به. شود  مي

اي از نقاط مشخص   در مجموعهφبعدي از   شبكه تك
اي در هر نقطه دلخواه  شود و مقدار چندجمله  محاسبه مي

  .آيد دست مي اي به ديگر با استفاده از تقريب چندجمله
 از شتاب بدون تقريب يا حقيقي، در اين مقاله، منظور

شتابي است كه در محاسبه آن از مقدار حقيقي 
هاي لژاندر استفاده شده و شتاب با تقريب يا  اي چندجمله

تقريبي، شتابي است كه در محاسبه آن از مقدار تقريبي 
شتاب جاذبه در . هاي لژاندر استفاده شده است اي چندجمله

  قابل محاسبه است)1 (دستگاه دكارتي لخت با رابطه
 ):2004شريفي، (
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nmP و nmPكه در آن  اي لژاندر و  به ترتيب چندجمله ′
 m و مرتبه n از درجه φمشتق مرتبه اول آن نسبت به 

هاي  اي ههاي متعددي براي محاسبه چندجمل روش. است
لژاندر و مشتقات آن عرضه شده است كه در اينجا از 

اي را نيز به صورت تابعي از   كه مشتق چندجملهروابط زير
روبين،  (است كند، استفاده شده اي بيان مي خود چندجمله

1975:(  
nm

n,m nmnm

m,
nm

P (sin )
K P (sin ) m tan( )P (sin )

( )(n m)(n m )
K

+
∂ φ

= φ − φ φ
∂φ

− δ − + +
=

1

02 1
2

)2(  
اگر براي محاسبه شتاب در هر نقطه با استفاده از 

هاي لژاندر و مشتق آن به  اي  چندجمله،)2( و )1(روابط 
ازاي هر نقطه محاسبه شود، شتاب واقعي حاصل خواهد 

هاي  اي شد و چنانچه به جاي محاسبه مقدار چندجمله
اي تقريب كننده و  لژاندر از تقريب آن با يك چندجمله

هاي لژاندر در نقاط شبكه محاسباتي  اي مقدار چندجمله
آمده همان شتاب تقريبي استفاده كنيم، شتاب به دست 

 هاهاي محاسبه آن كه در ادامه به بررسي روش.خواهد بود
  .پردازيم مي

  

هاي  اي هاي لژاندر با چندجمله اي تقريب چندجمله   3
  مرتبه پايين

توان هر پديده را برحسب  هاي رياضي مي براساس نظريه
براي نمونه توابع پايه مثلثاتي يا (يك سري از توابع پايه 

با دقت مناسب بسط داد؛ به شرط آنكه اين ) ها اي ملهچندج
  ).1980بردن و همكاران، ( نهايت ادامه داد شود سري تا بي

)3                                         (∑
∞

=

=
0

)()(
n

jj xpxf α  

اي را با چه نوع تابعي تقريب بزنيم  اما اينكه چه پديده
د كه به كدام نوع تابع كاملا بستگي به رفتار آن پديده دار

تر بودن يك سري توابع پايه  مناسب. تر است پايه نزديك

توان در   سري ديگر بدين معنا است كه مي نسبت به يك
با . تعداد جملات كمتري از سري به دقت دلخواه رسيد

اي هستند،  ها خود چندجملهnmPاين تفسير ازآنجاكه 
ي ها اي ها چندجمله راي تقريب آنبهترين توابع پايه ب

هاي تقريب  توان از روش بنابراين مي.  خواهد بودديگري
استفاده  )Polynomial approximation(اي  چندجمله

تواند در اينجا مطرح شود اين است  اما سوالي كه مي. كرد
اي  اي با يك چندجمله كه هدف از تقريب يك چندجمله

  ديگر چيست؟
 [a,b]اي در بازه  تراس هر تابع پيوستهبنابر نظرية وايرش

توان به صورت يكنواخت و با دقت دلخواه با يك  را مي
خود  ).1973ردين، (اي تقريب زد  چندجمله
ها نيز از اين قاعده مستثني نيستند و با استفاده   اي  چندجمله

اي  توان نتيجه گرفت كه يك چندجمله از اين مطلب مي
تري از شناسه خود  ي كوچكها مرتبه بالا را در بازه

. اي مرتبه پايين تقريب زد توان با استفاده از چندجمله مي
اي مرتبه پايين باعث تسريع  استفاده از اين چندجمله

  .محاسبات خواهد شد
nmPهايي از درجه  اي ها در حقيقت چندجملهn 

هاي كوچك با  توان آنها را در بازه هستند كه مي
 nmPبراي تقريب . تر تقريب زد هاي مرتبه پايين ملهچندج

) k+1(، بايد از kاي درجه  در هر نقطه دلخواه با چندجمله
مثلا .  نزديك اين نقطه استفاده كردnmPمقدار معلوم 
  در هر نقطه5اي درجه  با چندجملهnmPبراي تقريب 

 نقطه در همسايگي 6 را حداقل در nmPدلخواه بايد مقدار 
اي  نقطه دلخواه بدانيم تا بتوانيم شش مجهول چندجمله

  . را محاسبه كنيم5درجه 
جاي  توان به براي افزايش كارايي محاسبات، مي

هاي لژاندر، از تقريب  اي جمله چندجمله  به  تقريب جمله
هاي لژاندر  اي هاي چندجمله رجات و مرتبهزمان كليه د هم

 كه در يك ساختار ماتريسي مرتب m و مرتبه  nتا درجه
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جاي داشتن مقدار يك   عبارتي به و به. اند استفاده كرد شده
nmP در چند نقطه، با ماتريسي از nmP ها در نقاط شبكه

اي  جمله   مسئله برازش يك چندبنابراين. سروكار داريم
ها خواهد شد كه  اي اي از چندجمله تبديل به برازش دسته

ضرايب مجهول به جاي اسكالر بودن، داراي ساختار 
اي را  درنتيجه بايد ضرايب چندجمله .ماتريسي هستند

براي مثال فرض . ها بنويسيم صورت تابعي از اين ماتريس به
اي   معلوم، يك چندجملهماتريس (n+1)كنيد بخواهيم به 

  :صورت در اين .  برازش دهيمnدرجه 

n
n

nn

xaxaxaap

xfy

xfy

xfy

++++=

=

=

=

++

…2
210

11

22

11

)(

)(

)(

  

)4(  
 تابع زننده   ماتريس تقريبpكه در آن تابع ماتريسي 

ضرايب . نقطه است  n+1 با مقادير معلوم درfماتريسي 
  : نيز به صورت زير خواهند بودpاي  مجهول چندجمله

, , n , n

, , n , n

n , n , n n , n n

a y y y

a y y y

a y y y

+

+

+ +

= γ + γ + + γ

= γ + γ + + γ

= γ + γ + + γ

0 1 0 2 0 01 2 1

1 1 1 2 1 11 2 1

1 2 11 2 1

   

)5(  
ji) 5(ه در روابط ك ,γ اسكالرهايي از xiها هستند .  

1,,1,0
,,2,1

);,,,( 121 +=
=

= + nj
ni

xxxg nijijγ

)6(  
 برابر xp در نقطه fدر اين صورت مقدار تقريب شده تابع 

  :خواهد بود با
n

pnppp xaxaxaaxf ++++≅ …2
210)(  

)7(  

اي هاي مرتبه پايين درجه يك و دو به دليـل            چندجمله
سرعت زيادي در محاسبات    شان    كم بودن ضرايب مجهول   

هاي لژاندر داراي دقـت       اي دارند اما براي تقريب چندجمله    
از سوي ديگر بالا بردن بيش از انـدازه مرتبـه           . كافي نيستند 
اي عــلاوه بــر كــاهش ســرعت برنامــه، منجــر بــه  چندجملــه

نوسان شديد در نقاط مياني خواهد شد كه دقت تقريـب را            
  .دهد ياي كاهش م ِملاحظه  به شكل قابل

  
  اي هاي لژاندر بوسيله چندجمله اي تقريب چندجمله   4

  هرميت
يكي از معايب بزرگ و شناخته شده تقريب با 

هاي مرتبه پايين،  اي ها اين است كه چند جمله اي چندجمله
هاي نمونه را ندارند و به  توانايي منطبق شدن با داده

 .نندك صورت يك منحني نرم از ميان نقاط نمونه عبور مي
رغم انطباق مناسب در  هاي مرتبه بالا نيز علي اي چندجمله

هاي شديد خواهند   نقاط نمونه، در نقاط مياني داراي نوسان
بود؛ كه اين دقت تقريب را در اين نقاط كاهش خواهند 

هاي  يكي از راه). ).1986لنكستر و سالكاكيس، ( داد
-patchبرطرف كردن اين عيب، استفاده از روش تقريب 

wiseعمال شرط پيوستگي استيكي اسپلاينروش .  و ا 
 با اسپلايندر روش ). 1987موريتز، ( ها است از اين روش

هاي    اعمال شرط پيوستگي مشتقات تابع تا حدودي نوسان
شود اما  اي برازش داده شده، كنترل مي ناخواسته چندجمله

  .اي نقشي ندارد مقدار اين مشتقات در برازش چندجمله
تواند در حل  ، روش ديگري است كه ميهرميتوش ر

تفاوت اين روش با . اين مشكل مورد استفاده قرار گيرد
اي اين است كه در اين  هاي تقريب چندجمله ساير روش

روش علاوه بر مقدار تابع، مشتقات مرتبه پايين تابع نيز 
 گيرد اي، مورد استفاده قرار مي براي برازش چندجمله

با ورود مشتقات تابع علاوه بر ). 2002رش، استائر و بيلي(
، با افزايش اسپلاينِاعمال شدن شرط پيوستگي مانند روش 

هاي كوچك  توان در فاصله تعداد معادلات مي
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هاي مرتبه بالاتري را نسبت به حالت معمولي  اي چندجمله
همچنين به دليل وجود مشتقات تابع . ها برازش داد به داده

يب و تقعر تابع در نقاط نمونه و معلوم بودن جهت ش
اي برازش داده شده بهتر از حالت قبل رفتار تابع  چندجمله

صورت   زيرا مشتقات مرتبه اول و دوم به.زند را تقريب مي
كند كه  هايي شيب و تقعر تابع را به مسئله معرفي مي قيد

 .اي برازش داده شده ملزم به تبعيت از آن است چندجمله
هاي ناخواسته   براي جلوگيري از نواساناين ابزار مناسبي

  .در نقاط مياني است
هاي  اي با استفاده از مشتقات مرتبه اول و دوم چندجمله

لژاندر علاوه بر مقدار آن در هر زوج نقطه شش معادله 
توان فاصله بين هر دو نقطه را با يك  خواهيم داشت كه مي

اي  ضرايب چندجمله.  تقريب زد5اي درجه  چندجمله
ها و مشتقات  اي صورت تابعي از مقدار چندجمله  بههرميت

 قابل بازنويسي ϕϕ,21ها در نقاط مرتبه اول و دوم آن
  .است

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(
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);,( 21 =
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i

gijij ϕϕγ  

)8(  

 و P′هاي لژاندر و  اي ماتريس چندجملهP ،)8(در رابطه 
″P          به ترتيب مشتقات مرتبه اول و دوم اين ماتريس نسبت

 از  هرميـت در نهايت ضـرايب مجهـول روش        . هستندϕبه  
  . است قابل محاسبه) 9(روابط 
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 دلخواه از بازه ϕهاي لژاندر در هر  اي ماتريس چندجمله

],[ 21 ϕϕشود   محاسبه مي)11 ( از رابطه.  
5
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210)( ϕϕϕϕ aaaaP ++++≅ …  
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)11(  
 توليد شبكه نقاط معلوم    5

براي تقريب هر تابع در هر نقطه دلخواه بايد مقادير اين 
به منظور . اي از نقاط معلوم بدانيم  تابع را روي شبكه

هاي لژاندر با  اي از ماتريس تقريب توابع لژاندر نيز شبكه
 در Nmax=140درجه تا  5.0°فاصله عرض ژئودتيك

]90,0[بازه  ها به صورت  توليد شد، كه اين ماتريس °°
با . سازي شدند تر ذخيره منظم در يك ماتريس بزرگ

 مربوط به هر Pنسبت دادن يك كد مشخصه به ماتريس 
φامه فراهم  خاص امكان فراخواني آن در هر قسمت برن

  .آمد

1

2

o o

n

(181*141)×141

P(j )

............................

P(j )

;j=[0 ,90 ]
PG= ............................

n=1,2,L,181
M

............................

P(j )

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

PG   مــاتريس 181 ماتريــسي اســت كــه P  مربــوط بــه 
بــراي . هــاي متفــاوت را در خــود جــاي داده اســت عــرض
تـوان از     امُ مـي   jمـاتريس عـرض جغرافيـايي        يابي بـه      دست
  .زير استفاده كرد رابطه

jP(j )=PG(1+(j-1)*(Nmax+1):j*(Nmax+1),:)  
)12( 

 نيازي به توليد -90°تا 0°هاي  در عرضگفتني است 
هاي لژاندر در  اي شبكه نيست، زيرا بين چندجمله

  .هاي منفي رابطه زير برقرار است هاي مثبت و عرض عرض
  

n-m
nm nm nmP (sin(-j))=P (-sinj)=(-1) P (sinj)  

)13(  
 را براي Pتوان   هاي منفي مي به اين ترتيب براي عرض

كره شمالي تقريب زد و با استفاده از   عرض متناظر در نيم
كره   ها را براي نيم اي  مقدار اين چندجمله)13 (رابطه

  .جنوبي به دست آورد
 

  نتايج عددي     6
گيري عددي   در اين قسمت نتايج حاصل از مقايسه انتگرال       

بـا  ) منزلـة مـوردي تحقيقـاتي       بـه  (CHAMPمدار مـاهواره    
روش . شتاب واقعـي و شـتاب تقريبـي عرضـه خواهـد شـد             

كوتـاي  -گيري روش رونـگ    كار رفته در انتگرال     عددي به 
هاي عددي، نزديكي   است كه در بين روش    اي  چهار مرحله 

اسحاق و نجفـي علمـداري،      ( خوبي به جواب تحليلي دارد    
اي مناســــب  بــــه منظــــور يــــافتن چندجملــــه ).2006

.  مورد بررسـي قـرار گرفـت       9 تا   3هاي درجه    اي چندجمله
گيري تقريبي يك دور ماهواره      ، سرعت انتگرال  1در شكل 
 و روش هرميـت در      9 تا   3اي درجه    هاي چندجمله  با روش 

گيـري   در كنار سرعت انتگرال   » مطلب«نويسي   محيط برنامه 
  .حقيقي آمده است

  

  
  .هاي تقريبي و روش حقيقي گيري روش سرعت انتگرال .1شكل

  

ار اعداد نمايش داده شده در محور افقي، نشان در اين نمود
 به ترتيب نشان r و Hاي و حروف  جمله دهنده درجه چند

. حقيقي است گيري  و روش انتگرالهرميتدهنده روش 
طور كه از قبل انتظار  ها همان اي با افزايش درجه چندجمله
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. يابد گيري تقريبي نيز كاهش مي رفت، سرعت انتگرال مي
 و 3اي درجه  هاي تقريب، روش چندجمله در بين روش

علاوه بر بحث . تري دارند  سرعت مناسبهرميتروش 
هاي آورده شده نيز از اهميت خاصي  سرعت، دقت روش

هاي  ، نمودار دقت روش2در شكل. برخورداراست
گيري آورده شده  متفاوت تقريب براي يك روز انتگرال

  .است

  
هاي مرتبه   وش تقريب چندجمله  بيشينه خطاي ايجاد شده توسط ر      .2شكل

  .پايين در يك روز
  

در اين شكل بيشينه اختلاف بين موقعيت مدار حقيقي 
متر  اي برحسب ميلي هاي چندجمله و مدار تقريبي روش
طور كه از اين نمودار پيدا  همان. نمايش داده شده است

اي، دقت تقريب نيز  است با افزايش درجه چندجمله
ته روند افزايش دقت فقط تا الب. يابد  افزايش مي

اي  كند و از چندجمله  ادامه پيدا مي6اي درجه  چندجمله
اي درجه  در چندجمله. يابد  به بعد دقت كاهش مي7درجه 

شود كه علت آن  دقت به طرز چشمگيري كاسته مي ، از9
توان چنين  در واقع مي. هاي ناخواسته است  بروز نوسان

اي علاوه  ه درجه چندجملهروي  نتيجه گرفت كه افزايش بي
بر افزايش زمان محاسبات، منجر به كاهش دقت تقريب 
نيز خواهد شد كه دليل آن ايجاد پديده نوسان 

 .هاي برازش داده شده در نقاط مياني است اي چندجمله
ترين   درحكم مناسب6اي درجه  بنابراين چندجمله

ا اي انتخاب و براي بررسي بيشتر، نتيجه حاصل ب چندجمله
  . مقايسه شدهرميتنتايج به دست آمده از روش 

   6اي درجه  به منظور مقايسه روش چندجمله
   در ابتدا خطاي تقريب اين دو هرميتو روش 

  هاي لژاندر را   اي  روش در ماتريس چندجمله
  از آنجا . دهيم مورد بررسي قرار مي

  هاي   هاي لژاندر در عرض  اي  كه رفتار چندجمله
  اوت است، بررسي خطاي تقريب گوناگون متف

  . هاي متفاوت صورت گيرد آن بايد در عرض
در اين مقاله بررسي خطاي تقريب در 

. , . , .φ = ° φ = ° φ = °3 2 189 75 45 25 0 . صورت گرفت 25
دليل داشتن بيشترين فاصله از نقاط نمونه در  اين نقاط به

هاي مياني و قطب شمال، داراي  منطقه استوا، عرض
وانند نمونه مناسبي از رفتار ت بيشترين خطا هستند كه مي
هاي  هاي لژاندر در عرض اي خطاي تقريب چندجمله

  .گوناگون را نشان دهند
 xدهنده درجه و محور   تصاوير نشان y محور3در شكل

هاي لژاندر و شدت رنگ تيره  اي دهنده مرتبه چندجمله  نشان
هاي   اي  دهنده بزرگي خطاي تقريب ماتريس چندجمله  نشان

 و 6اي درجه   خطاي روش چندجمله c,b,aتصاوير . استلژاندر 
 به ترتيب در هرميتخطاي روش  f,e,dشكل 

3 2 1j =89.75°,j =45.25°,j  .ددهن  را نشان مي0.25°=
 نيز پيدا است شدت رنگ تيره و 3طور كه در شكل  همان

 6اي درجه  پراكندگي آن در تصاوير مربوط به چندجمله
توان    ميروش ديگري كه به كمك آن. بيشتر است

 را هرميت و 6اي درجه   هاي تقريب چندجمله  روش
گيري   ها در انتگرال  مقايسه كرد، ميزان خطاي اين تقريب

اختلاف مدار واقعي و تقريبي به دست ) 4(در شكل . است
 در يك 6اي درجه    و چندجملههرميتآمده از روش 

دهنده خطاي   رنگ تيره نشان. شود مينمودار مشاهده 
دهنده خطاي روش    و رنگ روشن نشانهرميتروش 

  . است6اي درجه   چندجمله
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=°=°=°هاي لژاندر در  اي  خطاي تقريب چندجمله .3شكل 75.89,25.45,25.0 321 ϕϕϕ 6اي درجـه    به روش چندجمله) a, b, c( هرميـت  و روش 

)d,e.f(.  
  

  
 در )روش (6اي درجـه     و چندجمله)تيره (هرميتروش اختلاف سرعت آنها به  )d, e, f(اختلاف مدار و ) a, b, c (اختلاف مدار واقعي و مدار تقريبي .4شكل

  ).براي جزئيات به متن مراجعه شود (يك هفته
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دهنــده   ترتيــب نــشان   بــهc,b,a، نمودارهــاي 4در شــكل
هـاي      اختلاف موقعيت مـدار واقعـي و مـدار تقريبـي روش           

ــت ــههرميـ ــه    و چندجملـ ــاي 6اي درجـ  f,e,d و نمودارهـ
دهنده اختلاف سـرعت مـدار واقعـي و مـدار تقريبـي                 نشان

 در جهت محورهـاي     6اي درجه        و چندجمله  هرميتروش  
Z,Y,X  ــه اســت  . دســتگاه دكــارتي لخــت در يــك هفت

 نـسبت بـه سـاير    هرميترفت روش   طور كه انتظار مي     همان
اي، نزديكي بـسيار بيـشتري بـه            هاي تقريب چندجمله      روش

لت آن استفاده از مشتقات مرتبه اول       مدار واقعي دارد كه ع    
منظور نمـايش بهتـر         به. اي است     و دوم در برازش چندجمله    

 اختلاف مدار واقعي و 5رفتار خطاي اين تقريب در شكل ،    
 در يـك هفتـه نـشان داده شـده           هرميتمدار تقريبي روش    

همانطور كه در شـكل نيـز پيداسـت نمـودار مربـوط              .است
  . هاستXبه محور روش هرميت تقريبا چسبيده 

دهنـده    ترتيـب نـشان     بـه c,b,a، نمودارهـاي  5در شـكل  
 هرميـت اختلاف موقعيت مدار واقعي و مدار تقريبي روش         

 دســتگاه دكــارتي لخــت در Z,Y,Xدر جهــت محورهــاي 
ــه هــستند  ــين نمودارهــاي . يــك هفت  اخــتلاف f,e,dهمچن

ــي روش      ــدار تقريب ــي و م ــدار واقع ــرعت م  و هرميــتس
ــاي  ــدار   i,h,gنموداره ــي و م ــدار واقع ــتاب م ــتلاف ش  اخ

 دسـتگاه   Z,Y,X در جهت محورهاي     هرميتتقريبي روش   
در ايــن . دهنــد دكــارتي لخــت در يــك هفتــه را نــشان مــي

گيـري از يـك هفتـه بـه دو              روش، با افزايش زمان انتگـرال     
شــود كــه دقــت موقعيــت همچنــان زيــر   هفتــه مــشاهده مــي

ر خطــاي روش  رفتــا6 در شــكل. مانــد  مــي متــر بــاقي ميلــي
  .كنيد   در دو هفته را مشاهده ميهرميت

   اســت بــا ايــن تفــاوت كــه 5 مــشابه بــه شــكل 6شــكل 
  گيــــري در دو هفتــــه بــــراي روش   ايــــن بــــار انتگــــرال

  طـــور كـــه   همـــان.  صـــورت گرفتـــه اســـت  هرميـــت
  هـا نيـز پيـدا اسـت، بـا افـزايش                در نمودار اخـتلاف شـتاب     

ي حقيقــي و هــا  زمــان، انحــراف از معيــار اخــتلاف شــتاب 
يابد؛ كه اين مـسئله         تقريبي به شكل چشمگيري افزايش مي     

هاي حقيقـي و تقريبـي     به علت وارد شدن اختلاف موقعيت    
هـاي       ويژگـي  2 و   1هاي    جدول. ها است  در اختلاف شتاب  

 هرميـت آماري اختلاف مدار حقيقي و مدار تقريبي روش         
  .ددهن  را در بازه زماني يك هفته و دو هفته نشان مي

  

  
  ).براي جزئيات به متن مراجعه شود ( در يك هفتههرميتاختلاف موقعيت، سرعت و شتاب مدار واقعي و مدار تقريبي روش  .5شكل
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  . در دو هفتههرميتاختلاف موقعيت،سرعت و شتاب مدار واقعي و مدار تقريبي روش  .6شكل

  
  . در يك هفتههرميتب به كمك روش هاي آماري خطاي تقريب در موقعيت، سرعت و شتا مشخصه .1جدول

 
 . در دو هفتههرميتهاي آماري خطاي تقريب در موقعيت، سرعت و شتاب به كمك روش  مشخصه .2جدول

 

 X(mm) Y(mm)  Z(mm) Vx(m/s) Vy(m/s) Vz(m/s) ax(m/s2) ay(m/s2) az(m/s2

) 

max 0.2453 0.0159 0.2468 2.76E-07 1.78E-08 2.74E-07 1.00E-11 2.81E-12 9.83E-12 

mean 1.5E-7 -3.6E-9 1.3E-7 -1.96E-10 2.49E-11 3.47E-10 1.66E-16 1.26E-15 5.66E-17 

std 7.6E-5 4.5E-6 7.6E-5 8.61E-08 5.09E-09 8.58E-08 6.32E-13 1.24E-13 6.39E-13 

 X(mm) Y(mm) Z(mm) Vx(m/s) Vy(m/s) Vz(m/s) ax(m/s2)  ay(m/s2) az(m/s2) 

max 0.7947 .0822 0.7988 8.93E-07 9.26E-08 8.93E-07 1.02E-11 2.81E-12 1.01E-11 

mean -4.3E-6 7E-10 7.08E-7 5.48E-10 -6.62E-11 -3.28E-10 -1.3E-15 1.40E-15 2.81E-16 

std 2.7E-4 2.4E-5 2.7E-4 3.05E-07 2.72E-08 3.05E-07 1.85E-12 2.11E-13 1.89E-12 
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  گيري  نتيجه   8
گيري با توليد   هاي مرسوم تسريع انتگرال  وشدر ر
بعدي از نقاط معلوم و تقريب شتاب در هر نقطه   شبكه سه

در اين . دهند  گيري را افزايش مي دلخواه سرعت انتگرال
جاي تقريب مستقيم شتاب از راه تقريب   تحقيق به
هاي لژاندر كه عامل كُندي محاسبه شتاب   اي  چندجمله

اعمال و براي محاسبه شتاب  φفقط روي هستند، تقريب 
در نتيجه تقريب .  استفاده شده استr,λاز مقادير حقيقي 

بهتري در محاسبه شتاب به دست آمده است و قابليت 
گيري   جاي انتگرال  گيري  تقريبي به  استفاده از انتگرال

در بين . يابد  حقيقي از سه روز به دو هفته افزايش مي
اي مرتبه پايين، با برازش   ندجملههاي تقريب چ  روش

، مشاهده شد كه با افزايش 9 تا  3اي درجه   چندجمله
 افزايش و از 6اي، دقت تقريب تا درجه  درجه چندجمله

با ادامه افزايش درجه . يابد  آن به بعد كاهش مي
 علاوه بر كاهش سرعت محاسبات، 9اي تا درجه   چندجمله

اي برازش داده   استه چندجملههاي ناخو  با افزايش اثر نوسان
ِتوجهي   شده در نقاط مياني، دقت تقريب نيز به شكل قابل

اي   با توجه به نتايج به دست آمده، چندجمله. كاهش يافت
هاي درجه پايين  اي   در ميان روش چندجمله6درجه 
منظور   در اين تحقيق به. اي است  ترين چندجمله  مناسب

اي و كاهش اثر   جملههاي تقريب چند  بهبود روش
در .  استفاده شدهرميتهاي ناخواسته آن، از روش   نوسان

هاي لژاندر علاوه بر   اي  منظور تقريب چندجمله  اين روش به
مقدار آنها در نقاط معلوم از مشتقات مرتبه اول و دوم اين 

ها نيز استفاده شد كه براساس انتظارات قبلي،  اي  چندجمله
. هاي معمولي بود  هتري نسبت به روشداراي دقت بسيار ب

علت اين مسئله وجود مشتقات تابع و معلوم بودن جهت 
زيرا مشتقات مرتبه . شيب و تقعر تابع در نقاط نمونه است

صورت قيدهايي شيب و تقعر تابع را به مسئله  اول و دوم به
اي برازش داده شده ملزم به   كند كه چندجمله  معرفي مي

 و اين خود ابزار مناسبي براي جلوگيري تبعيت از آن است
  .هاي ناخواسته در نقاط مياني است از نواسان
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