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 چكيده
 به سطح بيضوي مبنا جاذبهسمت پايين مشاهدات  هيكي از مراحل اصلي در محاسبه ژئوئيد بدون استفاده از فرمول استوكس، انتقال ب

اين . گيرد  ميصورت و مشتقات آن پواسون -ي، از طريق انتگرال آبلساز سمت پايين مشاهدات پس از هارمونيك هانتقال ب. است
در زير علامت انتگرال قرار ) پتانسيل جاذبه هارمونيك روي بيضوي مبنا( كه مجهول استانتگرال يك انتگرال فردهولم نوع اول 

ر هر مسئله ناپايدار ديگر، يافتن جواب، نيازمند  و نظياست معادله انتگرالي ياد شده، يك مسئله ناپايدار راهتعيين اين مجهول از . دارد
هاي  در اين مقاله به بررسي روش .پارامتر پايدارسازي استتعيين هر روش پايدارسازي،   درمراحلترين  يكي از مهم. پايدارسازي است

 تعيين ژئوئيد هفاضلي در محاسب تجاذبهسمت پايين مشاهدات از نوع شتاب  ه تعيين پارامتر پايدارسازي براي مسئله انتقال بمتفاوت
 بهترين روش براي تعيين ")L-curve(الِِ  منحني"براساس نتايج حاصل، روش . بدون استفاده از فرمول استوكس پرداخته شده است

 .است گفته پارامتر پايدارسازي در مسئله پيش
 

 Ill-posed (طرحبد هاي مسئله معكوس، هاي ئله مس، معادلات انتگرالي،)Regularization ( پارامتر پايدارسازي:هاي كليدي واژه

problems(، ال منحني) L-curve( 
 
 

On the optimum method for estimation of regularization parameter of 
downward continuation in the problem of geoid computation without Stokes 

formula 
 

Ardalan, A. A1., Safari, A2. and Allahtavakoli, Y3. 

 
1Associate Professor, Department of Surveying and Geomatics Engineering, Center of Excellence in Surveying 

Engineering and Disaster Prevention, University of Tehran, Iran 
2Assistant Professor, Department of Surveying and Geomatics Engineering, Center of Excellence in Surveying 

Engineering and Disaster Prevention, University of Tehran, Iran 
3Gradulate student of Geodesy, Department of Surveying and Geomatics Engineering, Center of Excellence in Surveying 

Engineering and Disaster Prevention, University of Tehran, Iran 
(Received: 15 Aug 2006 , Accepted: 23 Jun 2008) 

 
 

Abstract 

One of the main steps within the geoid computation methodology without applying the 
Stokes formula is downward continuation of the harmonic residual observables from the 
surface of the Earth down to the surface of the reference ellipsoid. This downward 
continuation is done via the Abel-Poisson integral and its derivatives. This integral in 
which the unknowns, i.e. harmonic residual potential values on the surface of the 
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reference ellipsoid, are under integral sign, is a Fredholm integral equation of the first 
kind. Solution of the aforementioned integral equation is an unstable problem and like 
any unstable problem requires regularization. One of the most important issues of every 
regularization method is estimation of the regularization parameter. 

The aim of this paper is the comparison of different methods for estimation of the 
regularization parameter of the Tikhonov regularization method when applied to the 
downward continuation of incremental gravity observables for the geoid computation 
without applying the Stokes formula. For this purpose, the following regularization 
parameter selection methods, which are free from the knowledge of norm of vector of 
observation errors, are considered: (i) Discrepancy Principle (DP), (ii) Generalized Cross-
Validation (GCV), (iii) L-Curve (LC), and (iv) Flattest Slope (FS). Each regularization 
parameter estimation method has its own concept for identification of optimum 
regularization parameter and as such they can result in different regularization parameters 
for the same problem. For example, in the DP method, the optimum regularization 
parameter is selected in a way that the estimated factor variance is less sensitive to the 
variations of the regularization parameters. In the GCV method, the optimum 
regularization parameter is the one that is less sensitive to the reduction of input 
information. LC makes a balance between regularization of the solution and the 
introduced error by the regularization. In FS, the estimation of optimum regularization 
parameter is based on having the least changes in the solution of the problem vs. changes 
of the regularization parameter. 

The aforementioned methods are applied to: (i) the real data for geoid computation 
without applying the Stokes formula in a geographical region of Iran (43.5ºE<λ <64.5ºE, 
23.5ºN<ϕ <40.5ºN) based on a methodology, which algorithmically consists of remove, 
downward continuation using ellipsoidal Abel-Poisson integral, restore, and application 
of ellipsoidal Bruns formula, and (ii) a simulation which is designed for the same 
geographical area.  

According to the simulation study the LC method results in (i) least relative error, (ii) 
Largest Effective Number of Degree of Freedom and (iii) closest regularization parameter 
to the actual one. Therefore, it can be concluded that LC amongst the tested methods for 
the estimation of regularization parameter, is the most efficient one and its application is 
recommended for the geoid computation methodology without applying the Stokes 
formula. 
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   مقدمه  1

 معادلات انتگرالي راهبردي از امروزه بسياري از علوم كار
يك معادله انتگرالي، . پردازند به حل مسائل خود مي

اي است كه در آن تابع مجهول، زير علامت انتگرال  معادله
يكي از انواع معادلات انتگرالي، معادله انتگرالي . قرار دارد

 : نوشتزيرصورت  توان به  ميخطي است كه آن را

)1         (( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
k x, y f y dy g x h x f xλ + =∫ 

 λ تابع مجهول و f توابع معلوم، g و h، )1(در رابطه 
 kو ) طور معمول با نقش يك مقدار ويژه به(ر ثابت پارامت

اگر ) 1(در رابطه . معادلة انتگرالي است) Kernel(هسته 
( )h x  باشد، معادله انتگرال را معادله انتگرال =0

)فردهولم نوع اول و اگر  )h x  باشد معادله انتگرال =1
)و در هر حالت اگر دهولم نوع دوم از نوع فر )g x 0= 
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. )1977(ند بيكر خوان عادله انتگرالي را همگن ميباشد، م
 زير عمومي شكلتوان به  انتگرال فردهولم نوع اول را مي

 :نوشت
1 2

g Kf,      K: H H= → )2                                    (  
كه در آن 

1
H و 

2
H ،فضاهاي هيلبرت f ،تابع مجهول 

g  تابع معلوم وK عملگر. است انتگرالي عملگر 
1 2

K : H H→طرح  را خوش) well-posed or 

properly posed (رار باشد  برقزيرط گوييم، چنانچه شراي
 ):1977(نف و آرسنين ، تيخو)1996(هانسن 

) جواب وجود داشته باشد يعني .1 )g R K∈) g متعلق 
 ). باشدKبه برد 

 ).يكتايي جواب(جواب يكتا باشد  .2

اي از مشاهدات باشد يعني  جواب تابع پيوسته .3
1

2 1
K : H H−  ).پايداري جواب(  باشد پيوسته→

د مسئله را شوچنانچه هر كدام از اين شرايط نقض 
 Ill-posed( طرحمفهوم مسائل بد.  گوييمطرحبد

problems ( دامار آبه كارهاي)Hadamard (گردد  برمي
) چنانچه تابع هسته ).1923(دامار آ )k x, y در معادله 

پذير  انتگرال -بع مربعانتگرال فردهولم نوع اول يك تا
)square-integrable (يعبارت ديگر در شرط هباشد يا ب 

 K عملگراشميت صدق كند  -موسوم به شرط هيلبرت
، اشتاكگولد )1996( فشرده خواهد بود هانسن يرعملگ

 پواسون- آبلهستهسمت پايين،  هدر مسئله انتقال ب). 1979(
بنابراين ). 1999اردلان، ( استذير و متقارن پ انتگرال-مربع

 يك معادله انتگرال فردهولم نوع اول پواسون-انتگرال آبل
هاي فشرده قضيه عملگردر مورد .  فشرده استعملگربا 

 ):1979( اشتاكگولد  وجود داردزيرمشهور 
پذير  وارون كراندار فشرده و عملگر يك Kاگر : قضيه

ي با بعد نامتناهي تعريف شده باشد، در ياشد و روي فضاب
 .، ناپيوسته است−1K آن، يعني وارونآن صورت 

، )مشاهدات(يك مسئله فيزيكي از سه جزء ورودي 
دست آوردن  هب.  و مجهولات تشكيل يافته استدستگاه

 دستگاهخروجي بر مبناي اطلاعات ورودي و مشخصات 
 "حل مسئله مستقيم"، و يا "سازي شبيه"، "سازي مدل"را 
در مقابل استفاده از نتايج و مشاهدات . اند كردهگذاري  نام

 را مسئله دستگاهبراي يافتن پارامترهاي مشخص كننده 
با اين ديد كليه ). 2001(نامند راسموسن   ميوارون

 .ندشو  محسوب ميوارونمعادلات انتگرالي، مسائلي 
 زيرصورت  له از نوع بيضوي كه بهخديريمسئله مرزي 

مسائل " مثالي از مثابهتوان به  قابل تعريف است را مي
 :شمار آورد ه ب"وارونمسائل " يا "انتگرالي

روي سطح بيضوي 
0

2
η
E تابع پيوسته ،( )f ,λ φ براي 

λ⎡0,2( مقادير همة ∈ π⎢⎣و  / 2, / 2⎡ ⎤φ ∈ −π π⎢ ⎥⎣  داده ⎦
)شده است، تابع مجهول  )U , ,λ φ η در خارج از مرز 

0

2
η
E ندشو برقرار زير را چنان بيابيد كه شروط: 
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. گيري هستند  متغيرهاي انتگرالφ′ و λ′در رابطه فوق 
 :زيربا تعريف عبارات 
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 :صورت زير نوشت هتوان ب را مي) 4(ابطه ر
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 :انتگرال خواهيم داشت يگما وسبا تعويض علامت 
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له در خي ديريرابطه فوق جواب مسئله مقدار مرز
}مختصات بيضوي  }, ,λ φ η را به  توان آن ، كه مياست

 : نيز نوشتزير شكل
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ئوئيد به روش ارائه شده اردلان و گرافارند تعيين ژ
صفري و همكاران آن توسط و بسط داده شده ) 2004(
 :امل مراحل زير استش) 2005(

 از انواع گوناگون جاذبه مشاهدات خطي كردن) 1(
، نرم )1هاي ترازيابي درجه  اختلاف پتانسيل از شبكه(

هاي   اثرات جرمبا حذفسنجي  گراني از جاذبهشتاب 
تشكيل معادلات انتگرالي از نوع ) 2(ج بيضوي مبنا خار

 و مشتقات پواسون- انتگرال آبلراهفردهولم نوع اول از 
افزودن ) 4(حل معادله انتگرالي تشكيل داده شده ) 3(آن 

اثرات حذف شده به پتانسيل تفاضلي حاصل روي بيضوي 
تعيين ژئوئيد ) 6(استفاده از فرمول برونز بيضوي و ) 5(

 انتگرالي تشكيل داده شده هاي  آنجايي كه معادلهاز. است
. ، يافتن جواب آنها مستلزم پايدارسازي استناپايدار است

هاي   به روشتوان را مي طرحپايدارسازي مسائل بد
هاي  موفقيت هر كدام از روش. رساندانجام به گوناگون 

پايدارسازي بستگي مستقيم به برآورد پارامتر پايدارسازي 
 هدف يافتن بهترين روش برآورد ،اين مقالهدر . دارد

پارامتر پايدارسازي در حل معادله انتگرالي موجود در 
 .استوكس استتعيين ژئوئيد بدون استفاده از فرمول 

صورت  هين بيسمت پا همسئله انتقال بتاكنون 
 جامعه ژئودزي، در حل مسائل از سوياي  گسترده

ها   اين فعاليتده است، از جملةش بررسيمعكوس مربوطه، 
، كوشه و كلس )1993(، ايلك )2002(توان به هوانگ  مي

، نواك )2002(، نواك و هك )1996(، مارتينك )2002(
، رومل و همكاران )1992(، روت )2001(و همكاران 

، )1973، 1979(، شوارتز )1997(، اشنايدر )1979(
 .دكراشاره ) 2000(و ونگ ) 1996(ونيچك و همكاران 

  اطلاع از ،به اين واقعيت كه در عملبا توجه 
اندازة خطاي مشاهدات 

2
e در اختيار ممكن است  

تر  پارام، در اين مقاله به ارائة چهار روش تعييننباشد
پايدارسازي پرداخته شده كه مستقل از آگاهي از نرم 

( خطاي مشاهدات
2
e (ند ازا ها عبارت  روشاين. هستند :

 -، تأييد)DP (discrepancy principle((اختلاف  اصل
-GCV(generalized cross(( يافته تعميم متقابلِ

validation  (اِل  و منحني))LC (L-curve( و هموارترين 
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 ).FS (flattest slope(( شيب
 تجزيه به طرحيكي از ابزارهاي رفتار با مسائل بد

كه در بخش بعد بدان پرداخته خواهد  مقادير منفرد است
 .شد

 
 singular value (تجزيه مقادير منفرد    1-1

decomposition( 
g طرحله بدئمعادله گسسته شده مساگر  Kf=صورت   به
 :باشدزير 

m n n m      ,   ,  ×= ∈ ∈ ∈Ax b A x bR R R )10    (  

جزيه ت" روش ،لهئ مسبا اينآنگاه يكي از ابزارهاي كار 
روش تجزيه مقادير . است A  ماتريس"مقادير منفرد

 Aگسسته طرح  مشكلات مربوط به ماتريس بدهمةمنفرد 
 ماتريس مستطيلي يا مربعي .خواهد ساخت را آشكار

mn
A كهنيدك فرض سهولتبراي . را در نظر بگيريد  

m n≥تجزيه مقادير منفرد صورتاين  در.  باشد 
 :خواهد بود زير به صورت Aماتريس 
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 را به ترتيب بردارهاي V  وUهاي  هاي ماتريس ستون
. )1998( هانسن نامند  ميA سمنفرد چپ و راست ماتري

Σماتريس 
mn ij i

⎡ ⎤= δ σ⎢ ⎥⎣  كه در آن ⎦
ij
δ تابع كرونكر و 

1 i m≤ 1 و ≥ j , n≤ ي با قطرماتريس   است، يك≥
 آن داراي يعضوهاو  استغير منفي   اصلي قطرعضوهاي

 :ندزيرترتيب 
1 2 n

... 0σ ≥ σ ≥ ≥ σ ≥ )13                                      (  

  و نسبتA، مقادير منفرد ماتريس Σمقادير قطر اصلي 
1 n

σ σ وابط راز . شود عدد شرط ماتريس ناميده مي
Σ ΣT T T=A A V V و ΣΣT T T=AA U U توان  مي

 به شدت به تجزيه مقادير A نتيجه گرفت كه ماتريس
TA هاي ويژه ماتريس A و TAAاين .  وابسته است

  كهدهد ميقادير منفرد را نشان  يكتايي تجزيه م،وابستگي
قابل هاي متقارن  جزيه مقادير ويژه ماتريست از يكتايي

 .استنتاج است
مشخصه اصلي  دوداراي عموماً   گسستهبدطرحمسائل 
 :ند زير تجزيه مقادير منفرددر ارتباط با

مقادير منفرد به تدريج بدون گسستگي به سمت صفر  .1
، تعداد مقادير منفرد A و افزايش ابعاد كنند ميميل 

 .دهد ميكوچك را افزايش 
در حالي كه  .2

i
σ يابد  با افزايش انديس كاهش مي

بردارهاي منفرد 
i i
,v u ا افزايش بiًتغيير  مرتبا 

 .دهند علامت مي

 حاصل زيرروابط ) 12(و  )11(ابط و به رهمچنين با توجه
 :دشو مي

i i i i i2

T T
i i i i i2

      i 1,2,...n
⎧⎪ = σ = σ⎪⎪ =⎨⎪ = σ = σ⎪⎪⎩

Av u Av

A u v A u
 

)14( 

با توجه به مطالب ذكر شده، در بخش بعدي تجزيه 
 مرور خواهيم را  بدطرحمقادير منفرد در حل مسائل 

 .دكر
 
 singular value (بسط مقادير منفرد    1-2

expansion( 
معادله انتگرال  بدطرحيك مثال كلاسيك از مسائل 

پذير   انتگرال- مربعهسته  نوع اول با)Fredholm (فردهولم
اين فرمول را مجدداً . دشبيان  )1( قبلاً با فرمول است كه

به ) 1( تا به اين طريق انتگرال نويسيم مي زير شكلبه 
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 "i" و"" با متغيرهاي Ωتر در ناحيه   كليصورت
 :شودتعريف 

)15                 (k( , )f( )d g( ) ,
Ω

Ω = ∈ Ω∫ i i i 

 را حاصل اعمال gتوان تابع  تر مي يا به صورت كلي
 :در نظر گرفت زير شكل به f روي تابع K عملگر

)1/15                  (                                        K( ) =f g 
 كه در آن

)2/15              (                          2 2
K : L ( ) L ( )

K( ) k( , )  

Ω → Ω

=f fi
 

 f ند، در حالتي كها توابعي معلوم k هسته  وgتابع 
، k هسته اگر براي. هدف نيز يافتن آن است مجهول و

 :داشته باشيم
)16                 (                                    

2
k L ( )∈ Ω×Ω 

در پي  و اشميت - هيلبرتعملگر يك K عملگر آنگاه
بسياري از  در عمل در. خواهد بود فشرده عملگر يك آن

  به طور دقيق با يك مدل رياضي مشخصK هستهمواقع 
 به طور  ومعلوميك دقت   باg  در حالي كه تابعشود مي

 براي حل . استمحدودي در دستمنفصل در ناحيه 
معادلات انتگرالي فردهولم نوع اول روش بسط مقادير 

با . )1998، هانسن(  استمنفرد ممتازترين ابزار تحليلي
 هيلبرت اشميت به هسته هر استفاده از بسط مقادير منفرد

 :)1998هانسن، ( وشته شودن زيرصورت مجموع 

)17            (                       
i i i

i 1

k( , ) ( ) ( )
∞

=

= σ •∑ u vi 

 توابع
i
u و 

i
v همچنين ضرايب توابع منفرد و 

i
σرا  

 و بوده غير منفي ،اين مقادير .اند K عملگرمقادير منفرد 
}ي ي دوتا.اند شدهطور غير صعودي مرتب  به }2

i i
,σ v 

K*متقارن  عملگرتجزيه مقادير ويژه  K و دوتايي 
{ }2

i i
,σ u متقارن  عملگر تجزيه مقادير ويژه*KK است .

در بين مقادير ويژه و تجزية مقادير منفرد از اين ارتباط 

}تايي  يابيم كه سه يم }i i i
, ,σ u v مشخصه يكتا و لاينفك 

ترين رابطه بين   از طرفي مهم. استk داده شده هسته
 :است زيرصورت  مقادير منفرد و توابع منفرد به

)18                           (                          i i i

i i i

K( )

K ( )∗

= σ

= σ

v u

u v
 

 ابع منفردودهد كه ت اين رابطه نشان مي
i
v  و

i
uا ب 

 و مقادير ه نگاشته شد به يكديگرK* و Kهاي عملگر
منفرد 

i
σپس با توجه به .است ها شت مقياس اين نگا 

هاي عملگر طيفي براي نظرية"و  )18(و ) 1/15(روابط 
-spectral theorem for compact self(متقارن فشرده 

adjoint operators(" راسوسن )و فرض ) 2001
R(K)∈gداريم : 

)19(                      

( )i i i i
i 1

i

i
i

i

i
i 1 i

∞

=

∞

=

σ − =

⇒ =
σ

⇒ ≈
σ

∑

∑

v f u g u 0

u g
v f

u g
f v

 

1يل ضرايب با تحل
i i
−σ u gتوان به طور كامل   مي

  ، بدين منظور در ادامه.دكررا بررسي  fجواب 
 كه امكان بررسي وجود جواب  را)Picard( شرط پيكار

آورد، معرفي خواهيم   ارائه شده را فراهم ميبدطرحمسئله 
 .دكر
 
  شرط پيكار   1-3

 : نامساوي بسل داريم و به مبحث قبلبا توجه

)20                  (                          
2

2i

2
i 1 i

∞

=

≤
σ∑
u g

f 

 از آنجا كه
2

L ( )∈ Ωf،پس بايستي تابع  g در رابطه زير 
 :دكنصدق 

)21                  (                     1
n nn

lim 0−

→∞
σ =u g 
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 R(K)∈gشرط اصطلاح به اين شرط كه معادل در 
چنانچه معادله انتگرال را . دشو  شرط پيكار اطلاق مي،است

به شكل گسسته در آوريم، هيچ شرط پيكاري وجود 
 چرا كه در حالت گسسته نرم جواب، ،نخواهد داشت

توان شرط پيكار را  ين حالت ميدر ا. همواره متناهي است
. د كه بدان خواهيم پرداختكر ديگري تعريف صورت به

همچنين در مسائل واقعي سمت راست معادله با خطاي 
 را bمشاهدات  از اين رو بردار. گيري همراه است اندازه
 : نوشتزيرصورت  توان به مي

)22                          (                           exactb = b + e 

 بردار خطا e و b  مقدار بدون خطايexactb كه در آن
توان نشان داد كه اگر معادله انتگرال پيوسته در  مي. است

 گسسته آن شكل صورت شرط پيكارد صدق كند، در اين
بنابراين چنانچه . نيز در شرط پيكار صدق خواهد كرد

Tضرايب فوريه 
i
exactu bتر از مقادير  طور متوسط سريع ه ب

منفرد 
i

σ صفر ميل كند، بردار سمت به exactb در شرط 
 طرحكل اساسي در مسائل بدمش. كرد پيكار صدق خواهد

هاي در   داراي مؤلفهeگسسته آن است كه بردار خطاي 
 امتداد بردارهاي منفرد چپ

i
u مقدار مورد انتظار . است

 با فرض نااريبي و استقلال آن برابر eهاي  براي مؤلفه
 :ااست ب

)23           (  ( )
1

2T 2     i 1, ..., n
i 2

E m E      
−

=
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

u e e 

) 10( تعداد مشاهدات است كه در رابطه mدر رابطه فوق 
 .دشمعرفي 

 در شرط پيكار صدق exactb بنابراين حتي اگر بردار
T كه ضرايب فوريه د، از آنجاكن

i
u b تحت تأثير ضرايب 

 ضرايب i، لذا براي مقادير بزرگ هستندفوريه بردار خطا 
T
i
u b با سرعت كمتري نسبت به مقادير منفرد 

i
σ 

 و از شرط پيكار تبعيت نخواهد كرده صفر ميل سمت به
 .دكر

 رسازي پايدانظرية    2
 مشكل حل ،شدمشاهده  بخش قبل گونه كه در همان

تأمين  ،معادلات انتگرالي نوع اول  همچون،بدطرحمسائل 
  كه برقراردشو  فرض مي لذا چنين.نشدن شرط پيكار است

Ax=  شرط پيكار در معادلهنشدن b به دليل وجود 
 exactb  لذا اگر واست در مشاهدات e اغتشاشي همچون

)R( )∈exactb A (طرف  درمقدار دقيق و بدون اغتشاش 
 يكتا به يله داراي جوابئ آنگاه مسمعادله قرار گيرد،راست 

 : خواهد بودزيرصورت 

)24           ( i†
i

i i

( )= =
σ∑
exact

exact exact
u b

x A b v 

 آنگاه باشد، e  اغتشاشه بآلودهمشاهدات   مقدارb اگر
 : برقرار استزيررابطه 

i

exact

exact
i i i

i exact
i iexact

i

exact
iexact

i iexact
i i

f

exact
i iexact

i i i
i ii i

1

f

= +

⇒ = +
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⇒ = + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⇒ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎟⎜⎝ ⎠

⇒ = =
σ σ∑ ∑

b b e

u b u b u e

u e
u b u b

u b

u b
u b u b

u b u e

u b u b
x v v

 

)25( 

  به ضرايباصطلاحدر 
i
f ضرايب فيلتر) filter 

coefficients(تعيين ضرايب. شود  گفته مي 
i
f  و 

له مستلزم داشتن اطلاعاتي ئمتعاقباً تعيين جواب دقيق مس
از اين رو  .مشاهدات و اغتشاشات آن است دقيق از
 به شمار ها فن اي از  مجموعه،هاي پايدارسازي روش
 با در نظر گرفتن فرضياتي روند كه به كمك آنها  مي

اب جوو  ضرايب فيلتر تعيين ،مشاهدات اغتشاشاتبراي 
 تعيين زيرصورت   بهبدطرحمسائل پايدار براي  بهينه و

 :دشو مي
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)26               (                     
ireg reg

i i
i i

reg #

f

( )

=
σ

=

∑
u b

x v

x A b

 

reg ضرايب
i
f پايدارسازي و فيلترضرايب  #A  را استراتژي

 .پايدارسازي نامند
reg  پايدارسازيفيلتر اگر ضرايب

i
f  به صورت زير در

 :نظر گرفته شود

)27                   (                                
2

reg i
i 2 2

i

f
σ

=
σ + λ

 

جوابي است  ، با ضرايب فوقregx آنگاه جواب پايدارشده
 .كند م ميو را مينيمزيركه تابع 

)28             (             
2 22

1

J ( ) A( )

H , 0
λ = − + λ

∈ λ >
2 2

x x b x
x

 

 تيخونوف روش پايدارسازي" ،به اين روش پايدارسازي
)Tikhonov(" و به پارمتر λ " پارامتر پايدارسازي

 از سوي بار ين اولفكراين . دشو  اطلاق مي"تيخونوف
 تيخونوف از سويمزمان  و تقريباً ه)1962( فيليپس

 .دشپيشنهاد ) 1963(
 
 پايدارسازيپارامتر     3

يابي پارامتر پايدارسازي، يافتن پارامتري  هدف از بهينه
ريانس جواب تعادل او و) bias(است، كه بين باياس 

ريانس اترين و د، يعني با كمترين باياس، كوچكبرقرار كن
 نيز زيرابط توان از رو اين مطلب را مي. دست دهد هرا ب

 .نتيجه گرفت
exactبا فرض  † exact( )x = A b و كرانداري بردار 

≥خطاها  δeداريم : 
exact † exact #

reg

† # exact #

† # exact #

† # exact #

                   ( ) A

                   ( ) A

                   ( ) A

                   Term 1 Term 2

− = −

= − −

≤ − +

≤ − + δ

= +

x x A b A b

A A b e

A A b e

A A b

 

)29( 

  خطاي،شود ديده ميفوق طور كه در روابط  همان
  جمله.است جمله دو برمتشكل  شده وردآ برهاي مجهول

 ناشي دوم جمله و ،پايدارسازيروش از اول، خطاي ناشي 
ورد آ در بركار رفته هي بها از وجود اغتشاش در داده

 پارامتري خواهد ،λ* بنابراين پارامتر بهينه. است ها مجهول
 1شكل . شوداول و دوم  هاي هجملتعادل بين باعث بود كه 

 .دهد  نشان مياجمالياين موضوع را به صورت 
 كار بدطرح براي مسائل  پايدارسازيتعيين پارامتر

خطاهاي پايدارسازي و چرا كه  استاي  بسيار پيچيده
 پارامتر ازرات كند يتغي ها توابعي اغتشاش داده

با بررسي تغييرات خطاي لذا در عمل  .اند پايدارسازي
پارامتر پايدارسازي و اغتشاش مشاهدات تشخيص 

 اين .)1998هانسن، (ت بهينه دشوار اسپايدارسازي 
  از مسطح بودن بخشي از نمودار 1موضوع در شكل 

كه پارامتر پايدارسازي در آن قرار دارد به خوبي نمايان 
 . است

هاي تعيين پارامتر پايدارسازي بسته به اطلاعات  روش
 :شوند ، به دو دسته تقسيم مي2eموجود از نرم خطا 

 .2eني بر برآوردي خوب از نرم خطا مبتهاي  روش .1
 2eهايي كه نيازي به آگاهي از نرم خطا  روش .2

ندارند، و در عوض در آنها سعي در استخراج 
 .اطلاعات لازم فقط از مشاهدات است

 2eنرم خطا  از طمينانهنگامي كه اطلاعات قابل ا
استفاده بايست از آن اطلاعات  مسلماً مي ،در اختيار باشد

 ، نباشددر دست 2e نرم خطا  ازي، اما اگر اطلاعكرد
 اطمينانپايدارسازي قابل  دن يك پارامتركرنگاه اختيار آ

اين مقاله چهار روش  در .دشوار خواهد بودبسيار كاري 
سازي بدون در اختيار داشتن اطلاعاتي پايدارتعيين پارامتر 

ها  وشراين . ستا  از نرم خطا مورد بررسي قرار گرفته
متقابل  -، تأييد)DP(اصل اختلاف : ازند ا عبارت
 و هموارترين شيب )LC( ال منحني، )GCV (يافته تعميم

)FS.( 
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 .دكن ريانس تعادل برقرار ميا و و پارامتري كه بين باياسدر نقش پارامتر بهينه پايدارسازي، .1 شكل
 
 
 "(DP) اختلاف  اصل"روش    3-1

نرم  اطلاعاتي ازپايه   برتواند هم هايي كه مي از جمله روش
 اصل  روش،كند و هم مستقل از آن عمل 2eخطا 

exactرابطة  اگر. است DP اختلاف يا exact=Ax b  بين
 ها  و جواب واقعي مجهولexactbون خطا مشاهدات بد

exactx يك دستگاه معادلات سازگار برقرار و صورت به 
δe در اختيار باشدزير خطاي مشاهدات از رابطة : 

)30                  (                              exact
e2

− = δb b 

يافته  λاي چون  بهينهپايدارسازي پارامتر توان  آنگاه مي
 برآورد شده هاي مجهولطوري كه  هب

λ
xزير ة در رابط 

 :دكننصدق 
)31                               (                  

e2λ
− = δAx b 

 براي تعيين اين پارامتر پايدارسازي متفاوتيهاي  روش
 استل ا منحنيها، روش  يكي از اين روش. وجود دارد

 در توان صورت استفادة از آن، اين پارامتر را ميكه در 
ي كه بيشترين تغيير يدر جا خط عمودي منحني نزديكي

ال در  در مورد روش منحني.  يافت،گيرد انحنا صورت مي
در صورت .  به تفصيل توضيح داده خواهد شدادامه

 پارامتراستفاده از روش تكرار براي پايدارسازي، 

، است kترين تعداد تكرار  پايدارسازي متناظر با كوچك
 :دشو ر ميرارقب kبراي مرحلة تكرار  زيررابطه براي آن 

)32             (                                    
k e2
− ≤ δAx b 

 كه دستگاه معادلات شوداگر فرض حال 
exact exact=Ax b بردار خطاي مشاهدات  و،سازگار e 

2ريانس واكو-ريانساماتريس وداراي اميد صفر و 
0 m

σ I 
exactمساوي  نا،است

2 2
<e b،آنگاه اميد  برقرار باشد 
 با  برابر2e نرم بردار خطاي مشاهدات

0
mσ شود مي 

تعميم يافته "پايدارسازي  در تر، در حالت جامع و
 برابر 2e اميد ")generalized Tikhonov(تيخونوف 

0
m n pσ −  )31 (دست آمده از رابطه ه جواب بو +

م انحناء واز محل نقطة با ماكزيمكمي ال   منحنيدر
exact نقطه منحرف و در

0 2
( m n p, )σ − + Lx ظاهر 

 2eنرم خطاي مشاهدات اگر  .)1998هانسن،  (دشو مي
اشد، آنگاه با فرض مساوي صفر بودن نباز پيش مشخص 

2 و مساوي eاميد برداري خطاي مشاهدات 
0 m

σ I  بودن
توان با استفاده از  ميريانس آن، اكوو-ريانساماتريس و

) تابع  رفتاركنترل )ν λ مقدار ، زير با تعريف
0

σ  را
 :كردبرآورد 
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)33                                 (

2

2

#
m
n

i
i 1

( )
( )

( ) trace( )

       m f

λ

=

−
ν λ =

τ λ
τ λ = −

= −∑

Ax b

I AA 

)) 33(در رابطه  )τ λدرجه آزادي مؤثر ) effective 

number of degree of freedom(  دستگاه معادات
)اگر تابع . شود  ناميده ميبدطرح )ν λ1ت به  نسبλ−  رسم
ابتدا يك روند رو به كاهش را نمودار ترسيمي  ،شود
را آغاز و پس ثابت روندي   بحراني، در يك ناحيه،دنبال

از آن، در اكثر موارد دوباره يك روند رو به كاهش را 
 برآوردي براي ة بحراني راناحي. دكن طي مي

0
σ  در نظر

. اين نقطه همان نقطة برآورد پارامتر بهينه است. گيريم مي
ي از نرم بردار خطاي برآوردعلاوه بدين ترتيب  هب

) نيز تحت مقدار ،2e مشاهدات )m×ν λ در ناحيه 
 .دست خواهد آمد هبثابت منحني 

 
 ")GCV( متقابل تعميم يافته -يديتأ" روش    3-2

در اين روش براي انتخاب پارامتر نيازي به دانستن نرم 
اين روش داراي اين . يست ن2eخطاي مشاهدات 

 دلخواه عضو كه در صورت حذف استخاصيت 
i
b از 

 پارامتر ، جواب پايدار شده براساسbبردار مشاهدات 
 عضوتواند  پايدارسازي مي

i
bدكنبيني   را بخوبي پيش .

 در اين روش طوري انتخاب λپارامتر پايدارسازي بهينه 
 :سازد م و را مينيمزير با تعريف G كه تابع دشو مي

( )
( )

( )
( )

2

2
2

1
T 2 T

m m

G

trace

λ

−

−
λ =

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥λ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
ν λ

=
τ λ

Ax b

I - A A A+ I A 

)34( 

)كه در رابطه فوق توابع  )ν λ و ( )τ λ زير صورت به 

 :دشون تعريف مي

)35                   (                        ( )
( )

2

2λ
−

ν λ =
τ λ

Ax b 

)36   (( ) ( ) 1
T 2 T

m m
trace

−⎡ ⎤
τ λ = − + λ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
I A A A I A 

 
 ")LC (اِل  منحني"روش     3-3

هاي انتخاب پارامتر  ال، يكي از روش-روش منحني
 وجود 2eپايدارسازي است كه در آن نيازي به شناخت 

ترين ابزار گرافيكي براي تجزيه و  اين روش مناسب. ندارد
 گسسته با استفاده از تغييرات نرم بدطرحتحليل مسائل 

جواب پايدار شده 
2

λ
x در مقابل نرم خطاي متناظر به آن 

2
A

λ
−x bهمةلازم به توضيح است كه پاية .  است 
 برقراري تعادل بين پايداري جواب ،سازيهاي پايدار روش

ثير پارامتر وجود آمده تحت تأ هب) باياس(و خطا 
 گرافيكي صورت بهپايدارسازي است، كه در اين روش 

ال آن است  فرض بنيادي در روش منحني. دشو مطرح مي
مانده، تابعي از پارامتر  نرم بردار جواب و نرم بردار باقيكه 

هايي كه   روشهمةاين مسئله در مورد . ندا پايدارسازي
 .ازي ذكر خواهند شد نيز صادق استسربراي پايدا
ال شامل يك قسمت قائم، يك قسمت با  منحني

 قائم و يك شيب كم در همسايگي اين قسمت 
 هايي  قسمت افقي متناظر با جواب. قسمت افقي است

است كه پارامتر پايدارسازي بزرگي داشته و جواب 
 ناشي از پايدارسازي ) باياس(الشعاع اغتشاش  تحت
 هايي است كه  قسمت قائم متناظر به جواب. است

 و در نتيجه جواب چكي داردكوپارامتر پايدارسازي 
 قرار eاشي از خطاي مشاهدات الشعاع اغتشاش ن تحت
كه تغييرات نرم بردار جواب  هنگامي. دارد

2
λx را در 

مقابل 
2

λ −Ax b در مقياس لگاريتمي رسم  
  گونه با L منحني حاصل غالباً داراي شكلي ،كنيم
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 قائم آن را از هم جدا هاي افقي و كه قسمتاست بخشي 
پارامتر بهينه پايدارسازي در اين منحني نقطة . سازد مي

( ) ( )( ) ( )
2 2

, log , logλ λρ λ η λ = −Ax b x است 
علت . استكه منحني در آن نقطه داراي حداكثر انحناء 

 برقراري تعادل بين اغتشاش ناشي از ،انتخاب اين نقطه
 در eپايدارسازي و اغتشاش ناشي از خطاي مشاهدات 

 زير از رابطة توان ال را مي  منحنيκانحناء . آن نقطه است
 :دست آورد هب

)37                  (                 ( )
( ) ( )

' " " '

3
2 2 2

' '

ρ η − ρ η
κ λ =

⎛ ⎞⎟⎜ ρ + η ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

 λگيري نسبت به پارامتر پايدارسازي  در رابطه فوق مشتق
 .گيرد  ميصورت

 

 ")FS (شيب  هموارترين" روش    3-4
 مسائل ،روش نسبتاً جديدتر در تعيين پارامتر پايدارسازي

شيب   گسسته به روش تيخونوف، روش هموارترينبدطرح
ده است ش ارائه "WUوو "از سوي است كه اولين اول بار 

 ،ها  تعدادي از جوابطرحدر هر مسئلة بد). 2003 ،وو(
 كمتري نسبت به تغييرات پارامتر پايدارسازي حساسيت

 تحليل راهروش هموارترين شيب اين موضوع را از . دارند
/log(1 نسبت 2xمنحني تغييرات  )λ  ملاك تعيين را

بدين . دهد برآورد پارامتر بهينه پايدارسازي قرار مي
نقطة داراي شيب صفر، صورت كه در گراف يادشده، 

اگر روي اين منحني . دشو  پارامتر بهينه انتخاب ميدرحكم
ترين شيب باشد، در آن  بيش از يك نقطه داراي كم

 . اطلاعات اضافي خواهد داشت بهصورت حل مسئله نياز
 

 هاي واقعي  موردي براساس داده بررسي   4
 در اين بخش تجربة يافتن پارامتر بهينة پايدارسازي در
تعيين ژئوئيد بدون استفاده از فرمول استوكس در منطقة 

در تعيين ژئوئيد بدون . ي ايران ارائه خواهد شديجغرافيا
دن كرمنظور هارمونيك  هاستفاده از فرمول استوكس، ب

 بيضوي تا درجه و مرجع اثر ميدان جاذبهمشاهده شتاب 
هاي در فاصله   و اثر ميدان گريز و اثر جرم360مرتبه 
بعد از . دشو ك از روي مشاهده شتاب ثقل حذف مينزدي

. دشو  تقاضلي حاصل ميجاذبهحذف اين اثرات شتاب 
 يك مرجع تفاضلي در خارج بيضوي جاذبهكميت شتاب 

 پواسون- كه از طريق انتگرال آبلاستكميت هارمونيك 
 مرجع تفاضلي در سطح بيضوي جاذبهبيضوي به پتانسيل 

 تفاضلي از طريق جاذبه شتاب مسئله انتقال. دشو تبديل مي
 يك مرجع بيضوي به سطح بيضوي پواسون-انتگرال آبل

اردلان و (د شو كه بايستي پايدار استمسئله ناپايدار 
هاي  موفقيت هر كدام از روش). 2004گرافارند، 

در . پايدارسازي بستگي به برآورد پارامتر پايدارسازي دارد
 استفاده BGIك داده  از بانجاذبه داده 8483 از بررسياين 
 تفاضلي جاذبهبا هدف تعيين پتانسيل ). 2شكل (ده است ش

20 اي در يك شبكه 20′ ثير ، تأمرجع روي بيضوي ×′
 با متفاوتهاي  پارامتر پايدارسازي حاصل از روش

ابعاد ماتريس ضرايب . شده استيكديگر مقايسه 
 ها  مجهول با توجه به تعداد مشاهدات وها مجهول

8483  بررسيي كه در اين ياز آنجا.  است×3100
 فقط در دست نبود، eي از خطاي مشاهدات اطلاعات
هاي پايدارسازي غير وابسته به اين اطلاع مورد  روش

: ند ازا هاي مورد بررسي عبارت روش. ارزيابي قرار گرفت
DP،GCV ،LC و FS . بدطرح بودن كه در ابتدا لازم است

. مسئله و برقراري شرط پيكار مورد بررسي قرار گيرد
است ) Ill-posed(توان نشان داد كه مسئله فوق بدطرح  مي

توكلي،  صفري و االله(كند  و در شرط پيكار صدق مي
 -از راه حل وارون انتگرال آبل(لذا اين مسئله ). 1387

 .داراي جواب است) پواسون
 
    پايدارسازي و تعيين پارامتر پايدارسازي در 4-1

 بررسي موردي
  ال از منحني پايدارسازين پارامتر بهينهيتعيبراي در ابتدا 
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 .شود ملاحظه مي 3 در شكلآن  ة، كه نتيجشداستفاده 
پارامتر . ال است  منحني، نمودار تغييرات انحناي4شكل 

درج ) 1(اساس اين روش در جدول پايدارسازي بهينه بر
 .شده است

 

 
 . در منطقه ايرانBGIهاي   موقعييت ايستگاه.2 شكل
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 . نمودار انحناي منحني ال.4 شكل
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 موردي، در تعيين پارامتر روش دوم در اين بررسي
 براي اين منظور ابتدا .  استDPپايدارسازي، روش 

)نمودار تغييرات  )1log( ), ( )−λ υ λ  و ) 5 شكل(مطابق
)سپس نمودار تغييرات  )υ λ 1 برحسبlog( )−λ  

 محل مشخص شده در اين .  رسم شد6مطابق شكل 

  از منحني ياد شده است اي دهندة نقطه  نشانشكل
از  . استλكه داراي حساسيت كمتري نسبت به تغييرات 

  DP پارامتر پايدارسازي بهينه در روش اين راه
آورده ) 1(مقدار اين پارامتر نيز در جدول . آيد دست مي به

 .شده است
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)نمودار تغييرات . DP روش .5 شكل )1log( ), ( )−λ υ λ. 
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1 نمودار تغييرات .6 شكل
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d
log( ),

d(log( ))
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−

υ
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. 

 
 . در مسئلة مورديهاي متفاوت خلاصه نتايج تعيين پارامتر بهينة پايدارسازي به روش .1 جدول

2
x  روش λ درجه آزادي مؤثر 

81.69 10×  5383 0 Least Square 
81.01 10×  5929.5 -111.77 10× FS 
54.03 10×  6214.6 -97.55 10× DP 
53.84 10×  6217.6 -97.96 10× GCV 

456.33  7050.5 -52.66 10× LC 
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آزمايش در تعيين پارامتر روش سوم مورد 
در اين روش ابتدا نمودار .  استGCVپايدارسازي روش 

)تغييرات  )1log( ),G( )−λ λ رسم شد و 7 مطابق شكل 

 پارامتر پايدارسازي درحكم منحنيين ام نسبي و مينيمنقطة
)1log برحسب Gبا استفاده از نمودار مشتق  )−λ)  شيب

 . تعيين شد8مطابق شكل ) منحني
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)تغييرات : GCV روش .7 شكل )1log( ),G( )−λ λ. 
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) نمودار تغييرات شيب منحني .8 شكل )1log( ),G( )−λ λ. 

 
 

روش چهارم مورد بررسي براي تعيين پارامتر 
ودار بدين منظور نم.  استFSبهينه روش سازي پايدار

)تغييرات  )1

2
, log( )−λx د رسم ش9 در شكل . 

 براي يافتن جواب با كمترين حساسيت نسبت به 

پارامتر پايدارسازي، منحني تغييرات شيب نمودار 
( )1

2
, log( )−λxحسب  برx  رسم  10در شكل 

 قرار داده ) 1(دول  و پارامتر بهينه استخراج و در جشد
 .شد
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)گراف: FSروش  .9 شكل )1
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) شيب گراف .10 شكل )1

2
, log( )−λxدر روش FS. 

 
 

تر نيز ذكر شد، هر يك از اين  طور كه پيش همان
ها يافتن پارامتر پايدارسازي ملاك خاص خود را  روش

در عمل بر اساس ان وت ميبرند و بدين لحاظ ن كار مي به
. هاي يكساني را انتظار داشت هاي متفاوت جواب روش

براي مثال روش منحني ال بر پاية ايجاد تعادل بين پايداري 
جواب و ايجاد باياس بر اثر پارامتر پايدارسازي استوار 

شود   پارامتر بهينه به نحوي اختيار ميDPدر روش . است
س اولية مسئله، حساسيت كه برآوردكنندة فاكتور واريان

كمتري نسبت به تغييرات پارامتر پايدارسازي از خود نشان 

 پارامتر بهينه، پارامتري است كه GCVدر روش . دهد
حساسيت كمتري نسبت به از دست دادن اطلاعات داشته 

 يافتن پارامتر بهينة پايدارسازي بر FSدر روش . باشد
عي مسئله بر اساس، ملاك كمترين تغييرات در جواب واق

 .اساس تغييرات پارامتر پايدارسازي است
تغييرات درجه )  سمت چپنمودار (11در شكل 

 نسبت به پارامتر پايدارسازي و شكل ENDFثر آزادي مؤ
تغييرات انحناي نمودار سمت ) نمودار سمت راست (11

نمودار سمت  (11گونه كه در شكل  همان. چپ است
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 افتن پارامتر پايدارسازي،شود با افزايش ي مشاهده مي) چپ
 به عبارت . يابد  افزايش ميثر مسئلهدرجه آزادي مؤ

 توان معادل سازي را مييگر افزايش پارامتر پايدارد
در نمودار تغييرات انحناي . پايدارشدن مسئله دانست

)  سمت راست11 شكل(منحني درجه آزادي مؤثر 
 هاي تعيين پارامتر شود كه هر يك از روش مشاهده مي
 و در بين ي در نمودار تغييرات انحناي دارندجايگاه خاص

 داراي L  روش منحني،هاي مورد بررسي روش
ترين مقدار پارامتر   داراي كوچكFSترين و روش  بزرگ

 .پايدارسازي است

شود كه  ديده مي) 27(و ) 13(جه به روابط با تو
ضرايب فيلتر براي پارامترهاي 

1
σ λ شود برابر صفر مي 

و براي پارامترهاي 
n

λ σد شد برابر يك خواه .
 دو پارامتر توان اين ميبنابر

Max
λ و 

Min
λ طوري يافت 

 :كه
)38     (             

Max 1 n Min
... 0λ σ ≥ ≥ σ λ ≥ 

 و به اين طريق بازه
Min Max

( , )λ λتواند ملاك   مي
 چرا كه با قرار گيرد،جستجوي پارامتر بهينة پايدارسازي 

اي  براي پارامتر خارج از بازه) 27(و ) 13(توجه به روابط 
Min Max

( , )λ λ)  يعني( ) ( )Min Max
, ,−∞ λ ∪ λ يا ) ∞+

 دست آمده و يا جواب خارج از هجوابي برابر صفر ب
مانند جواب حاصل از (هاي مورد انتظار  محدودة جواب

. خواهد بود) ترين مربعات در يك مسئلة ناپايدار روش كم
، درجه )33(دست آمده و رابطه  هبا توجه به ضرايب فيلتر ب

آزادي مؤثر براي پارامترهاي 
1

λ σ برابر تعداد 
و براي پارامترهاي ) m(مشاهدات 

n
λ σ برابر درجه ،

m(ترين مربعات  آزادي روش كم n− (خواهد بود .
تواند ملاكي در تعيين  ثر ميبنابراين درجه آزادي مؤ

اين . محدودة جستجوي پارامتر پايدارسازي قرار گيرد
، به خوبي مشخص 11در شكل كه ) بازة جستجو(موضوع 

 ملاك جستجو قرار ،هاي بررسي شده ة روشاست، در هم
 .گرفت
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L−Curve(2.6561e−005)

 GCV(7.9602e−009)
DP(7.5517e−009)

Flattest−Slope
(1.7660e−011)

L−Curve(2.6561e−005)

least square

 GCV(7.9602e−009)
DP(7.5517e−009)

Flattest−Slope(1.7660e−011)

least square

 
نمودار (و تغييرات انحناي نمودار يادشده ) نمودار سمت چپ( برحسب لگاريتم عكس پارامتر پايدارسازي ENDF نمودار تغييرات درجة آزادي مؤثر .11 شكل

 ).سمت راست
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 سازي شده  شبيههاي  براساس دادهعددي    بررسي 4-2
تا به اينجا چهار روش براي تعيين پارامتر بهينة پايدارسازي 
ارائه، و انتقال به سمت پايين شتاب جاذبه تفاضلي در 
محدودة جغرافيايي ايران براي تعيين ژئوئيد بدون استفاده 

اي كه تا  نكته. از فرمول استوكس مورد بررسي قرار گرفت
گيري  توان تصميم  آن نميطور قاطع در مورد به اينجا به

، در بين چهار  روش برآورد پارامتر پايدارسازي بهينه،دكر
لذا . ين يادشده استي در مسئلة انتقال به سمت پاروش،

 دست به طراحي يك مسئلة پرسش پاسخ به اين يبرا
بدين صورت كه با استفاده از يك . سازي شده زديم شبيه
 در محل نقاط دادة د ژئوپتانسيل با درجه و مرتبه زيامدل
BGIمنظور  هب. دسازي شده توليد ش ، شتاب جاذبه شبيه

سازي از روي اين  توليد شتاب جاذبه تفاضلي شبيه
مرجع سازي شده اثر ميدان  مشاهدات شتاب جاذبه شبيه

 سازي،براي انتخاب بهترين پارامتر پايدار. دحذف ش
 به دو پتانسيل جاذبه تفاضلي روي سطح بيضوي مرجع

كارگيري مستقيم مدل  ه باز راه) 1(د شيق محاسبه طر
ن پايدار شده ال به سمت پايي انتقاز راه) 2(ژئوپتانسيلي و 

بدين شكل ملاكي براي تعيين .  روش ياد شدهچهاربه 

 مدل .دست آمد ه روش مورد بررسي بچهارخطاي 
GPMAR درحكم ) 1998ونتسل، ( حاصل تلاش ونتسل

 ژئوپتانسيل شامل اين مدل. دمدل ژئوپتانسيلي انتخاب ش
.  است720هاي كروي تا درجه و مرتبه  ضرايب هارمونيك

 مدل درحكم اين مدل 360ب تا درجه و مرتبة از ضراي
 720 استفاده و از حذف اين ميدان از ميدان مرجعجاذبة 

 BGIاين مدل، مشاهدات جاذبة تفاضلي در نقاط مشاهدة 
 هاي  به اين شتابBGIارتفاع موجود در فايل . دتوليد ش
 به سپس مسئلة انتقال. سازي شده نسبت داده شد  شبيهجاذبة

 بر ،سازي شده ن اين مشاهدات تفاضلي شبيهسمت پايي
 بيضوي  گسستةنوپواس -اساس حل معكوس انتگرال آبل

 پايدارسازي براي روش ياد شده چهارگيري از  با بهره
ين  سمت پايدر انتقال به. مورد استفاده قرار گرفتمسئله 

 موردي با مشاهدات واقعي، شبكة بررسيمطابق 
20 20′  براي تعيين پتانسيل جاذبة مرجع روي بيضوي ×′

ژئوپتانسيلي و  مدل راهسپس از . تفاضلي در نظر گرفته شد
انتقال به سمت پايين پتانسيل جاذبة روي نقاط شبكة 

اذبة تفاضلي  پتانسيل ج12شكل . دگفته تعيين ش پيش
 .حاصل از مدل است

 
 

 

 . روي بيضوي حاصل از مدل پتانسيل جاذبة تفاضلي.12 شكل
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 ها يب با توجه به معلوم بودن مجهولبه اين ترت
20پتانسيل جاذبة تفاضلي در شبكه ( 20′  روي بيضوي ×′

exact( مدل، خطاي نسبي راهاز ) مرجع exact/−x x x( 
 روش برآورد چهارن با استفاده از انتقال به سمت پايي
اين خطاهاي نسبي . دهينه محاسبه شپارامتر پايدارسازي ب

 . ارائه شده است13 روش، در شكل چهاربراي 
هاي برآورد پارامتر بهينه  به اين طريق در بين روش

 ترين خطاي  پايدارسازي برنده روشي است، كه كوچك
 

اين پارامتر با توجه به شكل . رده باشدوجود آو نسبي را به
62.70 مقدار 13 هاي  كدام از روش  است، كه هيچ×−10

بررسي شده براي برآورد پارامتر پايدارسازي بهينه دقيقاً 
اند، اما روش منحني ال  اين مقدار را توليد نكرده

) 2(در جدول . ترين برآورد را نتيجه داده است نزديك
سازي شده آورده  ه نتايج مربوط به اين بررسي شبيهخلاص

همچنين نتيجة انتقال به سمت پايين بر اساس . شده است
 .ستا ارائه شده 14روش منحني ال در شكل 
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 .پارامتر پايدارسازي بهينهكار رفته در برآورد  ه بهاي حسب پارامتر پايدارسازي و جايگاه هر يك از روشدار خطاي نسبي انتقال به سمت پايين برنمو. 13 شكل

 
 

 
 .سازي شده هاي شبيه هاي تفاضلي برآورد شده را به روش تعيين پارامتر پايدارسازي با معيار منحني ال با داده  مجهول:14 شكل
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 .سازي شده بيه ش در مثالِهاي متفاوت سازي به روشتايج تعيين پارامتر بهينة پايدار خلاصه ن.2 جدول

2
x درجه آزادي موثر خطاي نسبي λ روش 

92.65 10× 72.20  ترين مربعات كم 0 5383 ×10

91.30 10× 
71.08 10× 5562.1 -142.21 10× FS 

57.49 10× 
36.22 10× 5936.6 -112.14 10× DP 

54.03 10× 
33.35 10× 5980.1 

-116.27 10× GCV 

75.57 0.773 6669.5 -63.15 10× LC 

76.77 0.772 6651 
-62.70  پارامتر واقعي ×10

 
 
 گيري بحث و نتيجه    5

هاي   براي روش2يج ارائه شده در جدول از مقايسه نتا
شود كه، در مسئلة انتقال  متفاوت پايدارسازي ملاحظه مي

ين تعيين ژئوئيد بدون استفاده از فرمول به سمت پاي
ترين خطاي  كوچك) LC(ال  استوكس، روش منحني

ترين  ثر و نزديكجه آزادي مؤترين در نسبي، بزرگ
 .سازي واقعي را برآورد كرده استپارامتر به پارمتر پايدار

و اطلاعات  14 و 12 هاي همچنين از مقايسه شكل
 ها  بيانگر نزديكي مجهولها آماري ارائه شده در اين شكل

قعي پارامترهاي  به مقدار واLCبرآورد شده به روش 
پارامتر بهينة اين، روش تعيين بنابر. مجهول است

 ،ين مسئلة تعيين ژئوئيدي در انتقال به سمت پايپايدارساز
 توان در مقايسه با بدون استفاده از فرمول استوكس را مي

 بهترين روش معرفي  روش تعيين پارامتر ديگر درحكمسه
 ژئوئيد به روش ياد كارگيري آن را در مسئله تعيين هو ب

نتيجة انتقال به بدين لحاظ در خاتمه . دشده توصيه كر
 تعيين  را با استفاده از روشBGIين مشاهدات يسمت پا

ي ايران پارامتر پايدارسازي منحني ال براي منطقة جغرافياي
)43.5E 64.5E,23.5N 40.5N≤ λ ≤ ≤ φ براي ) ≥

20يك شبكه  20′  15 در شكل  روي بيضوي مرجع×′
ردي واقعي،  مونهايي اين تحقيق، در بررسي نتيجة درحكم
 .دهيم ارائه مي

 

 
 درحكم نتيجة نهايي منحني ال، به روش  ايران، واقع در منطقه جغرافياييBGI پتانسيل جاذبة تفاضلي حاصل از انتقال به سمت پايين مشاهدات جاذبه .15 شكل
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