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  چكيده

. دارد سـازي  پايـدار از به يكه ن است بدوضعك مسئله معكوس و ي، يد به روش مسئله مقدار مرزين ژئوئييتعو  گرانيدان يم سازي مدل
ن شـرط جـزء   ي ـاو س وزن مشاهدات معلوم باشد يكه ماتركرد خواهند  برآوردح را يجواب صح يهنگام سازي پايدارمتداول  هاي روش
و نامعلوم  متفاوتهاي  وزنبا گوناگون شود كه از تلفيق مشاهدات  يحادتر م يمشكل هنگام. است يدارسازيپا معمول ات مسائليفرض
 گرانـي مشاهدات ژئودزي تحت تـاثير ميـدان   همة ازآنجاكه . ، استفاده شودبدوضعد در قالب يك مسئله مقدار مرزي ين ژئوئييتع يبرا

در مسـائل مقـدار مـرزي،    گونـاگون  از انـواع   گرانشيتركيب مشاهدات  ني؛ و همچنندا گرانشيحاوي اطلاعات  د،گير يمصورت زمين 
استفاده از مشـاهدات نامتجـانس    براي حل مشكل در اين مقالهلذا  .دشو  بالاتر ميهاي  دقتموجب افزايش درجة آزادي و دستيابي به 

بـرآوردي از وزن نسـبي    منزلـة  بـه  هـاي واريـانس   مؤلفه برآورددر ، كوشه -كخروش ، از آنها ين وزن نسبييو تع ير مرزيمقاددرحكم 
ژئوئيد حاصل از ) 3(و  اي ماهواره سنجي ارتفاعژئوئيد حاصل از ) 2(، سنجي گرانيحاصل  گرانياندازة بردار شتاب ) 1(مشاهدات از انواع 

GPS/Leveling از . اسـت اسـتفاده شـده   ، اسـت بدوضع  اي كه مسئلهثابت و آزاد  يبا مرزهاتعيين ژئوئيد  دومرزي، در مسئلة مقدار
بار،    ترتيب در اين تحقيق نخستين   بدين. است ير مرزيو مقاد به مشاهدات يده  حل مسائل بدوضع و وزن يزمان همن روش يا يايمزا

مناسب  يبا وزن نسب اي ماهوارهسنجي   و ارتفاع GPS/Levelingل ژئوئيد حاصل از ينامتجانس از قب ير مرزيق انواع مقاديامكان تلف
صـحت وزن نسـبي    .شـد فـراهم  زيـاد  ك ي ـبا قدرت تفك گرانيدان يم سازي مدلد و ين ژئوئييتع يدر كنار مشاهدات شتاب جاذبه، برا

صـورت عـددي مـورد      سـاحلي، بـه   پـارس در يك مسئلة مقدار مرزي در منطقـة  متفاوت تلفيق مشاهدات از انواع منظور  بهبرآورد شده 
 ،بمناس ـ يو بـرآورد وزن نسـب   گرانشـي ق انـواع مشـاهدات   ي ـن روش در تلفي ـامؤيد موفقيت  ،نتايج حاصل. آزمايش قرار گرفته است

  .استد ين ژئوئييو تع گرانيدان يم سازي مدل منظور به
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Abstract 

Geoid computation with boundary value problem is an inverse and Ill-posed problem in 
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potential theory that needs regulation.  
Ardalan and Grafarend (2001) proposed Free-Fixed Two Boundary Value Problem 

(F.F.T. B.V.P) for geoid computation that enable to combination of heterogeneousness 
gravity observation. In this B.V.P., any observation that has gravity information could be 
used as Boundary value; for example gravity acceleration from gravimetry, gravity 
potential from leveling, geoid from GPS/Leveling and geoid from Satellite Altimetry, 
astronomical observation and etc. Gravity Field of the earth has an influence on the 
geodetic observations. So all of geodetic observations have gravity information and used 
in geoid determination as boundary value in B.V.P (Safari, 2004). 

In precise geoid computation and gravity field modeling, combination of gravity 
observation with different type makes high degree of free down and precision. In this 
paper, geoid from GPS/Leveling ( ( )X ) and satellite altimetry ( ( )h X ) is used as boundary 

value beside the gravity acceleration observation ( ( )g x ) for gravity field modeling. The 

steps of geoid computation are given by Jomegi, 2006. 
The fix- free two boundary value problem is a Laplace-Poisson partial differential 

equation (Ardalan, 1999). The summary of the Over determine Nonlinear Fix- Free Two 
Boundary Value Problem is given in table 1.  
In table 1, the w  is gravity potential, w  is angular of velocity of the earth, s  is mass 
density of the earth, G  is Newton gravitational constant, { }E  is mathematical expectation 

operator, 
gm  is the mathematical expectation of the norm of gravity acceleration vector, 

Satellite Altimetryhm  is the mathematical expectation of geoid from satellite altimetry, 

GPS/leveling
m  is the mathematical expectation of geoid from GPS/Leveling, 

0
w is geoid's 

potential, x  position vector of point on the physical surface of the earth or geoid and X  
is position vector of point on the reference ellipsoid. 
 

For solving this B.V.P., the external space of the reference ellipsoid 2
,a b

 should be 

harmonic, this means where there are no masses. For this problem and linearization of 
F.F.T.B.V.P, the reference effect involve ellipsoidal harmonic expansion of the earth up 
to degree/ order 360/360 and residual topography, is removed from quantities in table 1. 
Therefore, the B.V.P. for gravity observations converts to B.V.P. for incremental 
quantities. The summary of the Over determine linear Fix- Free Two Boundary Value 
Problem for incremental quantities is given in table 3. 
As we see in table 3, after the removal step, the field differential equation becomes a 
Laplace equation for out of the reference ellipsoid 2

,a b
 . 

The ellipsoidal Abel-Poisson integral is the solution of field differential equation on 
the reference ellipsoid with boundary data type of gravity acceleration. For more study 
about Abel-Poisson integral, refer to (Ardalan, 1999) (Safari, 2004) (Jomegi, 2006).  
The ellipsoidal Abel-Poisson integral observation equation is shown in table 4. The 
inverse Ellipsoidal Able- Poisson integral equation converts incremental gravity 
acceleration on the observation point, located on the earth to incremental gravity potential 
at the reference ellipsoid. This means downward continuation. 
 

In table 4, ( ), ,l f hG G G  are three components of the reference gravity acceleration vector (G ) 

in Jacobi Ellipsoidal coordinates { , , }l f h , ( )v f¢  is weight function and ( )0
, , ; , ,LK l f h l f h¢ ¢  is 

the modified Abel-Poisson kernel. 
The aim of gravity field modeling and geoid determination is computation of gravity 

potential on the reference ellipsoid. So, in this paper, the ellipsoidal Abel-Poisson integral 
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is used as an observation equation for gravity acceleration beside the equation of geoid 
from Satellite altimetry and GPS/Leveling to compute of incremental potential on the 
reference ellipsoid is shown in equation 1. 
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This equation system is over determine and Ill-Posed problem (Jomegi, 2006). So the 
regularization should be used for computation of incremental potential on the reference 
ellipsoid. 

Regularization has been applied by implicitly assuming that the weight matrix of 
measurements is known. If measurements are assumed heteroscedastic with different 
unknown variance components, not all regularization techniques may be proper to apply, 
unless techniques of variance component estimation are directly implemented. Although 
variance component estimation techniques have been proposed by R.Koch, to 
simultaneously estimate the variance components and provide the regularization together. 
The steps of R.Koch method is shown in figure 1. 

 

 

Figure1. Technique of variance component estimation By R.Koch. 

 
In this research for the first time, a new method for variance estimation by R.Koch 

(Koch K-R, Kusche J, 2002) is used for estimation of variance component and 
regularization of boundary value in type of (1) gravity acceleration vector, (2) geoid from 
satellite altimetry and (3) geoid from GPS/Leveling involved in over determine, linear 
Free-Fixed Two Boundary Value Problem. With this method, all of gravity observation 
could be used for gravity field modeling and geoid computation together involved in 
FFTBVP.  
The verity of this method is tested in Coastal region of Pars. The result shows the ability 
of R.Koch method to use in gravity field modeling by heterogeneous gravity 
observations. 
 
Keywords: Variance component, Combined geoid, Downward continuation, Bruns 

transformation, Gravity field, Boundary value problem, Satellite altimetry, 
GPS/Leveling 
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  مقدمه    1
ها  تعيين ژئوئيد در خشكيو  گرانيدان يم سازي مدل
  و از طريق است پتانسيل  نظريةمعكوس در اي  همسئل

   گيرد ميحل معكوس مسائل مقدار مرزي صورت 
در مسائل مقدار مرزي تعيين . )2005تز، يهافمن و مور(

  كارگيري يك نوع  هتنها امكان ب ژئوئيد، معمولاًً
  لحاظ   بدين. مقدار مرزي وجود دارد درحكممشاهده، 

اي در بازنگري مسائل   گستردههاي  تلاشاخير هاي  سالدر 
   برايصورت گرفته كه تعيين ژئوئيد مقدار مرزي 

با تعيين ژئوئيد  دومرزيمقدار لة ئتوان به مس مثال مي
؛ كه با ساختار خاص خود كرداشاره  ثابت و آزاد يمرزها

مقدار  درحكمرا  گرانيميدان ه امكان تلفيق هر نوع تابع
  ه است آوردمرزي، در مسئلة تعيين ژئوئيد فراهم 

 زمان هم كارگيري بهمشكلي كه در . )1999اردلان، (
در قالب يك دستگاه معادلات  گرانيدان يم يها تابعك

) هاي واريانس مؤلفه(خطي، وجود دارد مسئله تعيين وزن 
اين موضوع ). 2002كخ و كوشه، (اين مشاهدات است 

، چرا كه اختصاص يك اي است ويژهداراي حساسيت 
به يك نوع ) بدون پشتوانة واقعي(وزن نسبي بزرگ 

آن تحت تاثير  تواند جواب حاصل را كاملاًً مشاهده، مي
قرار داده و اثر انواع ديگر مشاهدات را در نوع مشاهده 
از اين موضوع در . دكنطور كامل محو  هي بيجواب نها
نامتجانس در حل  تركيب مشاهدات"عنوان با ژئودزي 
در اين زمينه جامعة ژئودزي . شود نام برده مي "يك مسئله

براي اي را به عمل آورده كه  گستردههاي  فعاليت
مقالات  توان به مير ــاخياي ه     تلاشاز  هايي  نمونه

گرافارند و دي هون،  ؛1973رايو، ؛ 1924هلمرت، (
لرچ، ؛ 1991ايو، ؛ 1990، 2كخ ؛ 1990، 1كخ ؛ 1978
؛ 2000كخ، ؛ 1994زو و رامل، ؛ 1994ايو و كخ، ؛ 1991

) 2006زو و همكاران،  و 2000كروكت و همكاران، 
   .اشاره كرد

افزودن مشاهدات بيشتر به يك مسئله، همواره موجب 

 دشو ميافزايش درجة آزادي و بالا رفتن كيفيت نتيجه 
حال كه راه براي تركيب  ،بنابراين .)1998مارتينك، (

يد از در حل مسئله تعيين ژئوئ گوناگونمشاهدات از انواع 
ثابت و  يبا مرزهاتعيين ژئوئيد  دومرزيمسئلة مقدار راه 
 ، ضروري است)1999اردلان، (گشوده شده است  آزاد

تعيين وزن نسبي  منظور بهحلي علمي و دقيق   كه راه
به ابزارهاي تعيين يافته و  گوناگونواع نمشاهدات از ا

اين موضوع هدف . شود، اضافه شده يادژئوئيد به روش 
بتوان از هر نوع مشاهدة درنتيجه آن  ، تااستتحقيق حاضر 

، در حل اين گرانيژئودزي يا كميت مرتبط با ميدان 
لازم به . استفاده كرد زمان همصورت  همسئلة مقدار مرزي ب

تاثير   تحتمشاهدات ژئودزي چون همة توضيح است كه 
حاوي اطلاعات گيرند،  ميصورت زمين  گرانيميدان 
 .اند متفاوتاز درجات  گرانييا مشتقات پتانسيل  گرانشي

   ).1999اردلان، (
آن در حل مسـائل مقـدار    كارگيري بهاز اطلاعاتي كه 

تواند بسيار مفيد باشـد، ژئوئيـد حاصـل از     مرزي ژئوئيد مي
 ؛1993بروولـــي،  نودســـن و( اي مـــاهواره ســـنجي ارتفـــاع

ژاوت و ؛ 1997چرامـــا، ؛ 1995و همكـــاران،  ياتيـــاولگ
جانگ،  ؛1997وانگ، ؛ 1997لي و سيدرز، ؛ 1997سرايل، 

) 2003وانچ و اسـتمر،  و  2000روگر، ؛ 1999لمان، ؛ 1998
؛ 1991شــوبرگ،  ( GPS/Levelingحاصــل از  و ژئوئيــد  

 ؛1999كنييرز، ؛ 1999بسيك و همكاران، ؛ 1997جونگ، 
جربنيچارســــكي و ؛ 2000اندريدســــانوس و همكــــاران، 

ن و يمـــارت؛ 2005كـــازوگلو و ســـاكا، ؛ 2005همكـــاران، 
بن احمد و  2006و سلطانپور،  ينهاوندچ؛ 2005همكاران، 

ايـن اطلاعـات در تحقيـق    . اسـت ) 2006داهو و همكاران، 
تلفيق با مشاهدات از نوع انـدازة بـردار شـتاب    براي حاضر 
كــخ و ســنجي مطــرح و از روش   رانــيگحاصــل از  گرانــي

ــه  ــه )2002(كوش ــور  ب ــه منظ ــين مؤلف ــانس   تعي ــاي واري ه
بـه ايـن طريـق    . ه اسـت دش ـمشاهدات و مجهولات استفاده 
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ــار در مســئلة مقــدار   نخســتين ــ دومــرزيب ا تعيــين ژئوئيــد ب
ي بــراي بــرآورد وزن نســبي حلــ راه، ثابــت و آزاد يمرزهـا 

  . ده استعرضه شمقادير مرزي 
مسئله مقدار  ترتيب به معرفي مختصر  جا بهاين درحال 
، معادله ثابت و آزاد يبا مرزها دين ژئوئييتع يدومرز
 معادله مشاهده درحكم يضويب پواسون -آبل يانتگرال

براي برآورد  و كوشه كخروش و  نييانتقال به سمت پا
هاي واريانس  مؤلفه تعيين نهايت درو  ،هاي واريانس  مؤلفه
ژئوئيد ) 2(، گرانياندازة بردار شتاب ) 1: (مشاهداتانواع 

ژئوئيد حاصل از ) 3(و  GPS/Levelingحاصل از 
در مسئله انتقال به سمت  اي ماهواره سنجي ارتفاعمشاهدات 

ساحلي  پارسموردي در منطقة بررسي در يك  ن،ييپا
  .خواهيم پرداخت

  
و  گرانـي دان ي ـم سـازي  مـدل مسئلة مقدار دومرزي     2

با مرزهاي ثابت و آزاد با اطلاعات بيش از  تعيين ژئوئيد
   حداقل موردنياز

پتانسيلي   ژئوئيد طبق تعريف گاوس و ليستينگ، سطح هم
است كه به شيوة كمترين مربعات، سطح متوسط آبهاي 

اين تعريف . )1999اردلان، (زند  ميآزاد جهان را تقريب 
هاي  ژئوئيد در آب(تعيين ژئوئيد دريايي منظور  بهشايد 
 ،ها طور مستقيم مورد استفاده قرار گيرد اما در قاره هب) آزاد

اردلان و ) (Bruns( برونزرابطة تعيين ژئوئيد براساسِ 
روي يك  گرانينيازمند تعيين پتانسيلِ  ،)2001گرافارند، 

كه بخشي از آن درون زمين قرار دارد  است، مرجعسطح 
  .)2004، يصفر؛ 1999اردلان، (

 دومرزيدر اينجا براي تعيين ژئوئيد، مسئله مقدار 
با استفاده از معادلة غيرخطي با مرزهاي ثابت و آزاد، 

مرزي  هاي هبراي داد پواسونديفرانسيل با مشتقات جزئي 
، مشاهدات گرانيشتاب  بردار اندازةاز نوع مشاهدات 
و مشاهدات  اي ماهواره سنجي ارتفاعژئوئيد حاصل از 

. شود تعريف مي ،GPS/Levelingژئوئيد حاصل از 
هاي  دادههمه  GPSعلاوه فرض بر معلوم بودن مختصات  هب

2 بنابراين سطح زمين در خشكي. است مرزي
h  و دريا

2
s  با در اختيار داشتن مختصاتGPS  يك مرز ثابت را

2روي ژئوئيد  0wمقدار پتانسيل . دهد تشكيل مي
g ،

تعريف . دهندة مقدار مرزي روي مرزي آزاد است  تشكيل
غيرخطي با مرزهاي ثابت و آزاد در  دومرزيمسئله مقدار 

، يصفر؛ 1999اردلان، ( آورده شده است 1جدول 
2004(.  

، مخلوط و خطي غيراين مسئله، يك مسئلة مقدار مرزي 
  .)2006، گي جمعه؛ 2004صفري، ( استمايل 

اندازة بردار شتاب  g، گرانيپتانسيل  w، 1در جدول 
 gmسرعت دوران زمين،  wزمين،  چگالي s، گراني
،گرانياندازة بردار شتاب  رياضي اميد

Satellite Altimetryhm اميد 
 سنجي ارتفاعارتفاع ژئوئيد حاصل از مشاهدات  رياضي
،اي ماهواره

GPS/leveling
m ارتفاع ژئوئيد حاصل  رياضي اميد

 0wثابت جهاني جاذبه،  GPS/Leveling،Gاز مشاهدات 
 Xبردار موقعيت روي سطح زمين،  xپتانسيل ژئوئيد، 

 مرجعبردار موقعيت روي سطح بيضوي 
,

2

a b
 ،we  بردار

 جرم زمين،  Mيكة در امتداد محور دوران زمين، 
+فضاي دروني زمين، 

e¶  ،مرز خارجي پوستة زمين-
e¶ 

مرز دروني پوستة زمين و 
,

2 2 2, ,
a bg h   هاي  بيانگر رويه

شتر يباطلاعات  يبرا. مرزي است هاي در بر گيرندة داده
  .مراجعه شود) 2006، گي جمعه(به 

كاررفته در اين مسئله را  هاي فيزيكي به همة كميت
مانده  تفاضلي يا باقي) 2(مرجع و ) 1(توان به دو مؤلفة  مي

دهندة اين   ، نشان2جدول ). 1999اردلان، (تفكيك كرد 
تفكيك براي چهار كميت پتانسيل گراني، اندازة بردار 
شتاب گراني، چگالي زمين و سرعت دوران زمين، به دو 

و ) گبزرنشان داده شده با حروف يوناني (مولفة مرجع 
  .است) مشخص شده با پيشوند يوناني دلتا(مانده  يا باقيتفاضلي 
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  .)2006، گي جمعه( مسئله مقدار دومرزي غيرخطي با مرزهاي ثابت و آزاد ،1جدول 

( )
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2 3 +
e
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1. div grad ( ) 2 (outside the Earth's masses) /              
2. div grad ( ) 4 2 (internal space plus boundary of the planet  the Earth)  
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,

of type modulus of gravity)

4. E (boundary value data of type satellite altimetry)

5. E  (boundary data of the type geoidal heights from GPS/Level
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2
,
2

0 e
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2
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ing data)

6. ( )         (boundary data at the free boundary of the type geoid potential)
1 GM 1

7. ( )  - e e   ( ) (regularity condition at infinity)
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a b
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w

w w

w w w

¶
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¥
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= " Î =

= + +

X
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  .)1999اردلان، ( آشوب نظريةو كميت تفاضلي براساس  مرجعواقعي به دو بخش كميت هاي  كميتتقسيم  .2جدول 

2 2 22

w W Wd

w d d
s d

= +

= W + + W

= S+ S

W W
 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
g

g

h h h

g d

d

d

= G + G

= +

= +

X X X

X X X  

 

  
از مشاهدات، مسئله مقدار  مرجعپس از حذف بخش 

 گرانيبا مرزهاي ثابت و آزاد در فضاي  خطي غير دومرزي
ترتيب مسئلة مقدار   همچنين بدين. استسازي  قابل خطي
تفاضلي هاي  كميتبراي  دومرزي، به مسئلة مقدار دومرزي

صادق در معادلة ديفرانسيل ( )هارمونيك(هماهنگ 
دهندة مسئلة مقدار  نشان 3جدول  .دشو ميتبديل ) لاپلاس

  .خطي شده، است هماهنگتفاضلي هاي  كميتمرزي براي 
، 3در جدول 

G
e دهندة مشتق امتدادي در امتداد   نشان

است كه در امتداد بردار شتاب گراني مرجع  Geبردار يكة 
Γ است .L درجه و مرتبة بسط ميدان گراني جهاني است.  

  
پواسـون بيضـوي درحكـم     -ي انتگرالـي آبـل   معادله    3

  مشاهده انتقال به سمت پايين مقادير مرزي -معادله
براي بخش بدون جرم فضاي بيروني زمين مقادير مرزي 

( )dG x جواب مسئلة مقدار (پواسون  -در انتگرال آبل
دومرزي فوق، با مقادير مرزي از نوع اندازة بردار شتاب 

بنابراين چنانچه بدنبال پتانسيل گراني . كند صدق مي) گراني
)تفاضلي  )Wd X  2روي بيضوي مرجع

,a b  باشيم، انتگرال
توان درحكم يك معادله  پواسون بيضوي را مي -آبل

با داشتن مقادير تفاضلي شتاب گراني . كار برد مشاهده به

پواسون بيضوي، پتانسيل جاذبة  -توان از راه انتگرال آبل مي
)تفاضلي  )Wd X 2وي مرجع را روي بيض

,a b دست  به
گفته  "انتقال به سمت پايين مقادير مرزي"آورد كه به آن 

). 2006گي،  جمعه؛ 2004صفري، ؛ 1999اردلان، ( شود مي
اي و  سنجي ماهواره معادلات مشاهدات ارتفاع

GPS/Leveling دار منزلة قيود وزن بهWeighted) 

constrain ( به بهتر برآورد شدن( )Wd X  روي سطح
 - آبل معادله انتگرالي 4 در جدول. كنند بيضوي كمك مي

پواسون بيضوي براي اندازة شتاب گراني تفاضلي آورده 
 براي اطلاعات بيشتر در مورد معادله انتگرالي. شده است

  .مراجعه شود) 2006، گي جمعه(پواسون بيضوي به -آبل
}، 4در جــدول  , , }l f hG G G    ــتاب ــردار ش ــة ب ــه مولف س

خـط   بر حسب دسـتگاه مختصـات خميـده    Gگراني مرجع 
}هـاي   بيضوي ژاكوبي با مؤلفـه  , , }l f h   ،بـوده( )v f تـابع   ¢

روي هـاي بيضـوي    وزن است كه موجـب تعامـد هماهنـگ   
2). 1989تانـگ و گرافارنـد،   (شـود   بيضوي مرجع مـي 

,a b
S 

ــع    ــوي مرج ــطح بيض ــاحت س مس
,

2

a b
 و ،{ , , }g g gll ff hh 

خـط   هاي تانسـور متريـك دسـتگاه مختصـات خميـده      مولفه
-كرنل تغييريافتـة انتگـرال آبـل    LK. بيضوي ژاكوبي است

بـراي جزئيـات   . پواسون پس از حذف ميـدان مرجـع اسـت   
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ــه   ــتر ب ــد،  (بيش ــك و گرافارن ) 2004صــفري، ؛ 1997مارتين
}. مراجعه شود , , }a b e قطر اقصر   قطر اطول، نيم  ترتيب نيم  به
مركـــز خطـــي بيضـــوي مرجـــع  از   و خـــروج

,

2

a b
 اســـت .

l f¢ ¢D D    ــل پواســون پــس از ــان ســطحي انتگــرال آب الم
گيـري نيـز    سازي و بيـانگر قـدرت تفكيـك انتگـرال     گسسته
. هست

max
i  وmax

j گيري پـس    نيز حد بالاي شبكة انتگرال
  .دهند  سازي را روي بيضوي مرجع نشان مي  از گسسته

بر طبق آنچه كه گذشت، پتانسيل تفاضـلي روي سـطح   
2بيضــوي مرجــع 

,a b    ــه ســمت ــال ب ــة انتق   حاصــل از مرحل
ــايين، جــواب پايــدار شــدة دســتگاه معــادلات مشــاهدات      پ

  :زير است
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1/ 22 2 2

1/ 22 2 2

2

GM
1.

cosh cosh cos
GM

2.
cosh cosh cos

3. | |

W

W h

d d
e h h f

d d
e h h f

d d d dG G

ìïï =ïï -ïïïï =íï -ïïï G = + + Gïïï
x x e x x

X X

X X

e



G G 

)1(       

، معادلة مشاهدة )1(، رابطة )1(در دستگاه معادلات 
  ، )2(اي، رابطة   سنجي ماهواره  ژئوئيد حاصل از ارتفاع

، رابطة GPS/Levelingمعادلة مشاهدة ژئوئيد حاصل از 
 پواسون بيضوي - معادله مشاهدة انتگرالي گسسته آبل، )3(

  هدات اندازة بردار شتاب اصلاح شده، براي مشا
 .گراني است

) ill-posed(يك دستگاه بدوضع  )1(دستگاه معادلات 
است، چرا كه جواب حاصل از روش كمترين مربعات، 

) 2004اردلان و گرافارند، ) (1999اردلان، (كراندار نيست 
براي حصول ). 2005صفري و همكاران، ) (2004صفري، (

هاي  است از روشدار، لازم  جوابي صحيح و معني
ساختن دستگاه، ) well-posed(وضع   پايدارسازي در خوش

هاي پايدارسازي معمول،  حال اكثر روش اين با. استفاده شود
هاي واريانس براي تعداد بيش از يك  قابليت برآورد مولفه

منظور برآورد  از طرف ديگر به. نوع مشاهده را ندارند
2مرجع  صحيح پتانسيل تفاضلي روي سطح بيضوي

,a b ،
هاي واريانس مشاهدات و مجهولات در  لازم است، مؤلفه

صحيح  نحو روش كمترين مربعات، به روند حل دستگاه به
و  در اين تحقيق از روش ابداع شده كخ. اعمال شوند
براي برآورد صحيح ) 2002كخ و كوشه، (كوشه در 

  . هاي واريانس در مسائل بدوضع استفاده شده است  مؤلفه
  

هاي واريانس در مسائل بدوضع  نحوة برآورد مولفه    4
 و كوشه به روش كخ

هاي  روش جديدي براي تعيين مولفه) 2002(كخ و كوشه 
ن بخش واريانس در مسائل بدوضع، عرضه كردند كه در اي

  .بيان خواهد شد
توان از  طوركه ذكر شد در تعيين ژئوئيد مي همان
هاي مشاهداتي گوناگون ميدان گراني زمين استفاده  تابعك
بنابراين دستگاه معادلات مشاهدات انتقال به سمت . كرد

  :صورت زير خواهد شد پايين به

)2(                       ( ) { }2 2 1

,
  1, ,

i i i

i i i i
i oD s s -

ì = +ïï =í =ïïî

A x b e
b P   

ماتريس ضرايب مجهولات براي  iA ،رابطه فوقكه در 
inاُم با بعد iمشاهدات نوع  u´ ،x  بردار مجهولات با

1u´ ،2بعد 
is  مولفة واريانس مشاهدات نوعi ،ُامiP 

iامُ با بعد iماتريس وزن مشاهدات نوع  in n´ ،ib  بردار
1inامُ با بعد iمشاهدات نوع  بردار خطاي  ieو  ´
1inامُ با بعد iمشاهدات نوع  كه  طوري هستند، به ´

0

1
i

i

n n
=

= å است.  
، براي مشاهدات از نوع اندازة )2(دستگاه معادلات 

سنجي  ي، ژئوئيد حاصل از ارتفاعبردار شتاب گران
 GPS/Levelingاي و ژئوئيد حاصل از مشاهدات  ماهواره

و لذا بايستي با استفاده از ) 2006گي،  جمعه(ناپايدار است 
، جوابي پايدار )Regulation(هاي پايدارسازي  روش

در اين تحقيق از روش . براي مسئله برآورد شود) كراندار(
شده و برآورد  دستگاه معادلات يادكخ براي پايدار ساختن 

  .استفاده خواهد شد هاي واريانس مولفه زمان هم
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  .)2006، گي جمعه( مسئله مقدار دومرزي خطي با مرزهاي ثابت و آزاد .3جدول 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 -
e

e

2
e2

1
2 2 2 2

2
,

1
2 2 2 2

2
,

2
0 0

div grad =0 /
 Field Diff. Equ.

div grad 4

cosh cosh cos

cosh cosh cos

( )

h

a b

a b

g g

W

W

W

W
gm

h W
gm

w W

d ¶

d pd ¶

d d ¶

e h h f
d d

e h h f
d d

d d

G

+

+

ü" Î È ïïïýï= - S " Î È ïïþ
üïG =  " Î = ïïï

-
= " Î

ý
-

= " Î

= " Î ¶ =

x x

x x x

x x x

x x











 

 





X X X

X X X



e

( )

2
1

x 2

 Boundary Value

1
Regularity condition at Infinitylim L
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  .پواسون بيضوي براي شتاب گراني تفاضلي-آبل صورت گسسته معادله انتگرالي .4جدول 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

max max
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max max
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 كخروش  هاي واريانس به تعيين مولفه نمودار گردشي
  .نشان داده شده است 1در شكل  بدوضعبراي مسائل 
با اضافه كردن و كوشه  كخسازي مسئله در روش  پايدار

اطلاعات زير، به دستگاه معادلات در يك فرايند تكرار 
  ):2002كخ و كوشه، (شود  حاصل مي

  مقادير اولية مجهولات )1(
 كواريانس مجهولات-واريانسماتريس  )2(

يعني معادلات زير به معادلات مشاهدات اضافه خواهند 
  :شد

)3(                                             
( )2 2 1D s s -

ì = +ïïïíï =ïïî

x e

P
X

X X X

X

X
  

مقدار  2sXمقادير اوليه مجهولات،  ،X )3(در رابطه 
ماتريس  PXاي براي مولفة واريانس مجهولات و  اوليه

uوزن مجهولات با بعد  u´ بنابراين با افزودن اين . است
اطلاعات به رابطة دستگاه معادلات زير براي انتقال به سمت 

  :شود پايين حاصل مي

)4(                   ( )
( )

2 2 1

2 2 1

;   

;

i i i i i i iD

D

s s

s s

-

-

ìï = + =ïïíï = + =ïïî

A x b e b P

x e PX X X XX X
  

شود كه اضافه كردن  از تعبير فوق، چنين استنباط مي
و ژئوئيد  GPS/Levelingمشاهداتي نظير ژئوئيد حاصل از 

اي، باعث پايداري بيشتر  سنجي ماهواره حاصل از ارتفاع
شود؛ چرا كه در اين نوع مشاهدات، مقادير مرزي  مسئله مي
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 روي سطح بيضوي مرجع در از نوع پتانسيل جاذبه تفاضلي
  .حكم مقادير مرزي معلوم، در اختيار هستند

، از راه xحكم برآورد مجهول  را در x̂توان  حال مي
  ):2002كخ و كوشه، (دست آورد  معادلات نرمال زير به
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و وزن نسبي مشاهدات  l معرفي پارامتر پايدارسازيبا 
i

w صورت زير به:  

)6(                                                                  
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  :يابد بدين صورت تغيير مي )5(رابطه 
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2ريانس اهاي و لفهؤم )5(ة در رابط

i
s
X

 ،{ }1, ,i k=   بـه ،
اي  مقـادير اوليـه  بـراي شـروع،   . شوند ميروش تكرار تعيين 

هاي واريانس انتخاب شده و تكـرار   مولفهو براي مجهولات 
يعنــــي ( شــــودتــــا هنگــــامي كــــه همگرايــــي حاصــــل 

1ˆ ˆlim 0k kk -¥
- =x x( هـاي وريـانس    مولفه. يابد ادامه مي

  :آيند مي دست به زيراز روابط 

)9(                               { }2 ˆ ˆ
ˆ     1, ,

t
i i i

i
i

i k
r

s = Î
e Pe

  

  و

)10(                                               2 ˆ ˆ
ˆ  

t

r
s =

e P eX X X
X

X

  

شدة  برآورد ةباقيماند بردار îe )10(و  )9(در روابط 
شدة مجهولات بوده  برآورد ةباقيماند بردار êXمشاهدات و 

  :آيند مي دست بهكه از روابط ذيل 
)11(                                                      ˆ ˆi i i= -e A x b  
)12(                                                        ˆ ˆ= -e xX X  

ترتيب درجات آزادي  هب rXو  ir ،)10(و  )9(در روابط 

دهندة   نشان و؛ شوند ميجزئي مشاهدات و مجهولات ناميده 
در درجه آزادي  Xو اطلاعات اوليه  ibسهم مشاهدات 

توان  اين درجات آزادي جزئي را مي. هستند )2(كلي مدل 
  :آورد دست به زيراز روابط 

)13(                            1
2

1 t
i i i i i

i

r n trace
s

-
æ ö÷ç ÷= - ç ÷ç ÷çè ø
A PA N  

)14(                                1
2

1
r u trace

s
-

æ ö÷ç ÷= - ç ÷ç ÷çè ø
P NX X

X

  

، استم اiُتعداد مشاهدات نوع  in )13(در رابطة 
كه  طوري هب

1

o

i
i

n n
=

= å  14(و در رابطة( u  تعداد
 .مجهولات مسئله است

  

  
براي مسائل  كخروش  هاي واريانس به الگوريتم تعيين مولفه .1شكل 

  .بدوضع

 

  مورديبررسي     5
  انتقال به براي ) 1(ل دستگاه معادلات يتشكمنظور  هب

 يو برآورد وزن نسب يتفاضلهاي  كميتن ييسمت پا
  از نوع  گرانشياز مشاهدات ، كخبه روش  مشاهدات



 1392، 1، شماره 39مجلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                      54

 

 

، ژئوئيد حاصل از گرانياندازة بردار شتاب 
GPS/Leveling  سنجي ارتفاعو ژئوئيد حاصل از 

ساحلي به مساحتي  پارستيِ اتحقيق، منطقة اي ماهواره
26.00، در محدودة 220000kmتقريبي  27.32o oj£ £ 

53.37و  55.63o ol£ در . شد استفادهدر جنوبِ كشور،  £
شركت ملي نفت ايران اقدام به ت اكتشاف يريمداين منطقه 

 500 يحدود گراني در فواصل نقطه 6350 گيري اندازه
متري در جهت  2000متري در جهت عرض جغرافيايي و 

موقعيت اين . استكرده طول جغرافيايي در قسمت خشكي 
با  گرانيتعيين و اندازة شتاب بسامدي دو  GPS نقاط با
صورت نسبي  ه، بميكروگالدقيق به دقت سنج  گراني
مطلق درجة يك كشوري واقع  گرانيگيري و به نقطة   اندازه

 يا رلرزهيگروه غ(است شده در فرودگاه بندر عباس متصل 
 2پراكندگي اين نقاط در شكل . )1384ت اكتشاف، يريمد

در  گرانيدازة بردار شتاب تغييرات ان. نشان داده شده است
ساحلي بر مبناي مشاهدات صورت گرفته در  پارسمنطقة 
  .شده استآورده  3شكل 

قسمت اصلي محاسبات، حل معكوس مسئلة مقدار 
 از. مرزي ديريكله با مقادير مرزي روي سطح بيضوي است

كه مسئلة مقدار مرزي ديريكله جواب خاصي از  آنجا
معادلة ديفرانسيل لاپلاس در دستگاه مختصات بيضوي 

. هاي هماهنگ صادق است ژاكوبي است، فقط براي كميت
خاطر لازم است قبل از اجراي فرايند انتقال به سمت   بدين

پايين، طي مرحلة حذف، مشاهدات از انواع گوناگون را به 
اين مرحله كه . هماهنگ تبديل كنيممشاهدات تفاضلي 

عرضه ) 2006گي،  جمعه؛ 2004صفري، ( درجزئيات آن 
  :شده، شامل دو مرحلة اصلي زير است

حذف اثرات ميدان ناشي از مدل ژئوپتانسيلي جهاني ) 1(
 360برحسب ضرايب هماهنگ بيضوي تا درجه و مرتبة 

  .علاوه ميدان گريز از مركز به
هاي واقع در فاصلة  اذبة جرمحذف اثرات ميدان ج) 2(

  .نزديك روي سطح بيضوي حول نقاط مشاهداتي

دهنده مشاهدات  ترتيب نشان به 6و  5، 4هاي  شكل
تفاضلي حاصل از اندازة بردار شتاب گراني روي سطح 

اي و ژئوئيد  سنجي ماهواره زمين، ژئوئيد ارتفاع
GPS/Leveling روي سطح بيضوي مرجع هستند.  

انسيل جاذبة تفاضلي روي سطح بيضوي براي محاسبه پت
ــع  2مرج

,a b   ــنظم ــبكه م ــك ش 2ي 2¢ ــارس   ´¢ ــه پ در منطق
oســـــــــاحلي، در محـــــــــدوده  o53.37 55.63l£ و  £

o o26.00 27.32f£ بنــابراين مجهــولات يــا . ايجــاد شــد £
ديگر تعداد نقـاطي كـه از طريـق انتقـال بـه سـمت         عبارت به

پايين لازم است پتانسيل جاذبه تفاضلي در آنها تعيين شـود،  
دهندة نقاط شـبكة مـنظم روي     نشان 7شكل . شد 2205برابر 

  .سطح بيضوي مرجع است
از پتانسيل جاذبة تفاضلي حاصل از مشاهدات 

، GPS/Levelingاي و مشاهدات   سنجي ماهواره  ارتفاع
دار در فرايند انتقال به سمت پايين   درحكم مجهولات وزن

مشاهدات كه درحكم  -تعداد معادلات. استفاده شد
دار وارد محاسبات كمترين مربعات انتقال   مجهولات وزن

 1148است و از اين تعداد،  1164اند،   به سمت پايين شده
اي   سنجي ماهواره  ه مشاهدات حاصل از ارتفاعنقطه مربوط ب

. است GPS/Levelingنقطه مربوط به مشاهدات  16و 
سنجي  دار از نوع ارتفاع مكان مشاهدات وزن 7شكل 
دار از نوع  اي را با رنگ آبي و مكان مشاهدات وزن ماهواره

GPS/Leveling را با مثلث نشان داده است .  
  

   
  .سنجي پارس ساحلي ي گراني نقطه 6350پراكندگي  .2كل ش
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تغييرات شتاب گراني در پارس ساحلي، براساس مشاهدات  .3شكل 

  . گرانشي
  

  
هاي مشاهداتي اندازة  تغييرات شتاب جاذبه تفاضلي در ايستگاه .4شكل 

  .بردار شتاب گراني
  

  
سنجي   دست آمده از مشاهدات ارتفاع تغييرات پتانسيل تفاضلي به .5شكل 

  .اي  ماهواره
  

  .GPS/Levelingتغييرات پتانسيل تفاضلي در ايستگاههاي  .6شكل 

  
سنجي  توزيع نقاط روي سطح بيضوي شامل نقاط مشاهدات ارتفاع .7شكل 

) با علامت مثلث( GPS/Levelingو مشاهدات ) رنگ آبي  به(اي  ماهواره
  ).رنگ سرخ  به(و نقاط ديگر 

  

  
. مشاهدات و مجهولات هاي واريانس منحني همگرايي مولفه .8شكل 

79.4- 68پارامتر پايدارسازي بهينه حاصل از تكرار    .است ´10
  

  
هاي  پتانسيل گراني تفاضلي بر اساس انتقال به سمت پايين كميت .9شكل 

 .تفاضلي

  
هـاي   براي اجراي فرايند انتقال بـه سـمت پـايين كميـت    

دست آوردن جوابي معتبر براي پتانسيل  منظور به تفاضلي، به
جاذبــة تفاضــلي روي ســطح بيضــوي مرجــع، از روش كــخ 

مـاتريس ضـرايب حاصـل از مشـاهدات     . استفاده شده است
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بـا   ، ماتريسـي GravityAccA.اندازة بردار شتاب گراني زمينـي، 
1859ابعـــاد  مـــاتريس ضـــرايب حاصـــل از . اســـت ´2205

، SatelliteAltimetryAاي، سنجي ماهواره مشاهدات ژئوئيد ارتفاع
1148ماتريسي با ابعاد  ماتريس ضرايب حاصـل  . است´2205

GPS/Leveling،/GPSاز مشــاهدات  LevelingAــ ا ، ماتريســي ب
16ابعاد  در اين تحقيق، پـارامتر پايدارسـازي   . است ´2205
)صــورت  بــه )

2 2

.
/

GravityAcc Wd
s s

X   تعريــف، و مقــدار آن
دهنـده    نشـان  8شـكل  . برآورد شـد  68در تكرار  10×79.4-

هـاي واريـانس مشـاهدات از     مراحل تكرار براي تعيين مولفه
مشـــاهدات ) 2(انـــدازة بـــردار شـــتاب گرانـــي، ) 1(انـــواع 

GPS/Leveling  اي  سـنجي مـاهواره    مشاهدات ارتفاع) 3(و
هـاي   دسـت آمـده بـراي مولفـه     نتـايج بـه   5در جدول . است

ــة 9در شــكل . واريــانس آورده شــده اســت ، پتانســيل جاذب
 ، در68از تكرار سمت پايين، حاصل  تفاضلي بعد از انتقال به

  .حكم نتيجة نهايي، نشان داده شده است
  

  گيري نتيجه    6
پتانسيل گراني روي سطح بيضوي مرجع 

,

2

a b
  درحكم

هاي  توان از تابعك  جواب مسئلة مقدار مرزي پواسون را مي
تركيب . طور جداگانه برآورد كرد مشاهداتي متفاوتي، به

مشاهدات نامتجانس نيازمند برآورد وزن نسبي صحيح 
از راه تواند  مشاهدات از انواع گوناگون است كه مي

هاي واريانس مشاهدات از انواع گوناگون  برآورد مولفه
  . صورت گيرد

انـدازة بـردار    1در اين تحقيق، تلفيق مشاهدات از انواع 
 3اي و  سـنجي مـاهواره   ژئوئيد ارتفاع 2شتاب گراني زميني، 

در مســئلة انتقــال بــه ســمت پــايين   GPS/Levelingژئوئيــد 
و بــراي ايــن منظــور روش كــخ . ژئوئيــد، صــورت پــذيرفت

زي مسئلة مورد استفاده قرار گرفت؛ تا ضمن پايدارساكوشه 
هــاي واريــانس مشــاهدات و انتقــال بــه ســمت پــايين، مولفــه

مولفـه   5اساس نتايج جدول  بر. مجهولات نيز برآورد شوند

واريانس مشـاهدات از نـوع انـدازة بـردار شـتاب گرانـي در       
ــر    ــايين براب ــه ســمت پ ــال ب )مســئلة انتق )

2

0.35 mGal ــه ، مولف
حاصـــــل از واريـــــانس مشـــــاهدات از نـــــوع ژئوئيـــــد 

GPS/Leveling    ــدار ــايين مق ــه ســمت پ ــال ب در مســئلة انتق
( )

2
2 217.48 /m s   و مولفه واريانس مشاهدات از نوع ژئوئيـد

اي در مسئلة انتقال به سـمت   سنجي ماهواره حاصل از ارتفاع
)پايين مقدار  )

2
2 212.24 /m s   مولفـه واريـانس   . بـرآورد شـد

پتانسيل تفاضلي برآورد شده روي سطح بيضوي مرجـع نيـز   
( )

2
2 20.36 /m s هاي وريـانس معـادل    اين مولفه. دست آمد به

1.78دقـــــت  m  بـــــراي مشـــــاهدات از نـــــوع ژئوئيـــــد
GPS/Leveling  1.25وm  نـوع ژئوئيـد    براي مشـاهدات از

Satellite/Altimetry هـا در واقـع مقـاديري     اين دقت. است
ايـن مشـاهدات    "تامين وزن نسبي صـحيح "هستند كه براي 

در مقابل مشاهدات از نوع اندازة بـردار شـتاب گرانـي لازم    
چيزي كه شايد بـرآورد آن بـا ذهنيـت مـا از دقـت      . شود مي

GPS/Leveling اهميــت لــزوم و  ممكــن باشــد، و ايــن غيــر
داشتن ابزاري براي برآورد وزن نسبي مشاهدات نامتجـانس  

  . سازد را مشخص مي
توان نتيجه گرفت كه با تجربة انجام گرفته  بنابر اين مي

راه براي تلفيق هر نوع از انواع مشاهدات گرانشي در مسئلة 
  .صاف و هموار گرديده است ،دتعيين ژئوئي

  

.هاي وريانس  دست آمده براي مؤلفه نتايج به .5جدول   

برآورد نهايي مولفة وريانس مشاهدات از نوع اندازة 
)بردار شتاب گراني                      )2

.GravityAccs  ( )
2

0.35 mGal  

برآورد نهايي مولفة وريانس مشاهدات از نوع 
GPS/Leveling                               
( )2

/GPS Levelings  
( )

2
2 217.48 /m s  

برآورد نهايي مولفة وريانس مشاهدات از نوع 
)اي            سنجي ماهواره ارتفاع )2

Sattelite Altimetrys  ( )
2

2 212.24 /m s  

پتانسيل گراني (برآورد نهايي مولفة وريانس مجهولات 
))           تفاضلي روي سطح بيضوي )( )2

Wds X  ( )
2

2 20.36 /m s  
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