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  چكيده

 ـ. كند  مي ايفازمين نقش مهمي  گرانيميدان  سازي مدليك مولفه كليدي، در منزله اثر جاذبي توپوگرافي به  ه محاسبه اثر توپوگرافي ب
معمولا بـراي محاسـبه ايـن    . گيرد صورت ميشوند،   داده ميژئودتيكي ) گاوسي(مختصات دستگاه رقومي زمين كه در ي ها مدلكمك 

ي ناشـي از توپـوگرافي و گراديـان    به تقريـب بيضـوي پتانسـيل جـاذب    تحقيق اين . شود  مي اثر از تقريب كروي انتگرال نيوتن استفاده
بـا  ) گرانـي اثر توپوگرافي بر شتاب (محاسبه پتانسيل و گراديان ارتفاعي آن براي در اين مقاله روابط كاملي . ارتفاعي آن اختصاص دارد

مـورد  ي الـت كـروي و بيضـو   نتايج عددي براي دو ح. شده استعرضه  گاوسيمختصات بيضوي دستگاه استفاده از انتگرال نيوتن در 
 هـاي بوگـه بـا دقـت خـوبي       عبـارت از اثر  نظر صرفدهد كه   مي ايران نشانآزمون  نتايج عددي براي منطقه. استقرار گرفته مقايسه 

مقادير عددي اختلاف دو مدل . استفاده كردآزمون  منطقه سازي مدلتوان از تقريب كروي انتگرال نيوتن و گراديان ارتفاعي آن در   مي
مقـادير   ايـن  با وجود. ميكروگال براي شتاب جاذبي ناشي از توپوگرافي است 500و  m2s-2 50براي پتانسيل كمتر از  بيضوي و كروي

  . تواند حائز اهميت باشد  مي يمتر سانتيوئيد تعيين ژئ در
   

   گاوسيژئودتيكي  دستگاه مختصات، اثرات توپوگرافي، تقريب بيضوي، گرانيميدان  :كليديهاي  واژه
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Summary 

The topographical effect is one component of the Earth's gravity field that needs to be 
reliably evaluated in the gravity field modeling. The topographical effect can be 
numerically evaluated from the knowledge of a Digital Terrain Models (DTM). After the 
Satellite positioning system, e.g., GPS, the computation points as well as DTMs 
present/convert in Gauss ellipsoidal (geodetic) coordinates system, λ, φ and h called 
ellipsoidal longitude, longitude and height, respectively. 

So far, the planar and spherical models of the topography are frequently used for 
computation of the effect of topographical masses in geodesy and geophysics. In practice, 
the planar model is widely used in the evaluation of the classical terrain correction. 
Vanicek et al. (2001) indicated that the planar model of topography (in form of infinite 
Bouguer plate) cannot be applied for the solution of the geodetic boundary value problem. 
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Also, spherical approximation of the topography may be insufficient for precise 
determination of the 1cm-geoid. Moreover, the interested points on and above the Earth’s 
surface as well as the DTMs are presented in geodetic coordinate system. Therefore the 
Newton's integral and related formulas should be evaluated in terms of the geodetic 
coordinates system. In this study, a new exact ellipsoidal formula for potential of 
topography and its vertical gradient, as well as for second Helmert condensation 
topography effects are derived.  

The Newton's integral for computation of the gravitational potential and its vertical 
gradient has a weak singularity when the computation point is close to the integration 
point. According to Martinec (1998), the singularity is removed from the numerical 
integration using the Cauchy algorithm by adding and subtracting the Bouguer terms (the 
singularity contribution). In ellipsoidal approximation, the Bouguer terms are computed 
from an ellipsoidal shell. The ellipsoidal shell is sufficiently approximated by a shell 
bounded by two concentric, similar ellipsoids that so called homoeoid. The thickness of 
homoeoid is equal to ellipsoidal height of topography at the interest point. The roughness 
terms, due to deficiency of the ellipsoidal Bouguer shell can be evaluated by direct 
numerical integration.      

The results of two spherical and ellipsoidal models are numerically investigated in Iran 
(the highest peak exceeds 5000 m). The selected test area extends from 24° to 40° 
northern latitudes and from 44° to 60° eastern longitudes. Near zone of topographical 
integrals extends to 4° and the far zone from 4° to 180°. Near distant is divided into three 
zones. 1- Innermost zone to 15 minute, 2- middle zone to 1°, and outer zone from 1° to 
4°. The contribution of Innermost, middle and outer zones is computed by 3", 30" and 5' 
DEMs. Far zone effect is computed by integration over a 30' DTM. The numerical results 
indicate that the magnitudes of ellipsoidal corrections (difference between ellipsoidal and 
spherical solutions) are small.  The main bulk of this correction is long wavelength and is 
due to Bouguer and distance zone contributions. Therefore the ellipsoidal correction can 
be sufficiently used for regional and global applications such as regional Earth's gravity 
field approximation. Since for the compilation of 1cm geoid, the gravity with a precision 
better than 10 µGal is needed (Martinec, 1998), the ellipsoidal approximation of 
topography must be used in precise geoid computation particularly in rugged 
mountainous area.  
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  مقدمه    1

ــدل ــازي مـ ــوگرافي در   سـ ــاذبي توپـ ــر جـ ــودزي و ژاثـ ئـ
اي، كـروي و   صـفحه ي هـا  مـدل ژئوفيزيك، بـا اسـتفاده از   

بــا وجــود اينكــه محاســبه اثــر . پــذير اســت بيضــوي امكــان
بـا  طـور مرسـوم   ه توپوگرافي در ژئـودزي و ژئوفيزيـك ب ـ  

 نسـبت اثر توپـوگرافي  ( گيرد اي صورت مي  تقريب صفحه
نشـان  ) 2001( همكـاران  و چـك يون؛ امـا  )به صفحه بوگـه 

 به روش نيزم گراني دانيم يساز مدلدادند كه حداقل در 
ــل  ــائلح ــرز  مس ــدار م ــتفاده از تقر  ،يمق ــان اس ــامك  بي

 گـــريد ياز ســـو. وجـــود نـــدارد يتوپـــوگراف يا  صـــفحه
ممكـن   ياثـرات توپـوگراف   نيـي تع يبرا يكرو هاي تقريب
 نيـي گرانـي و تع  داني ـم يمحل ـ قيدق يساز مدل ياست برا

نقـاط   مختصـات  ني ـا بـر  عـلاوه . نباشـد  يكاف ديژئوئ قيدق
 دسـتگاه مختصـات  رقومي زمـين در  هاي  مشاهداتي و مدل
لازم  رو ايـن   از. شـوند   مـي  عرضـه گيري و   ژئودتيكي اندازه

ــراي محاســبه اثــرات توپــوگرافي در   اســت، روابــط لازم ب
ــتگاه مختصــات ــته شــود  دس يــك راه حــل . بيضــوي نوش
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 دسـتگاه مختصـات  ، حـل بـه در   مسـئله جايگزين براي اين 
در اين صورت بايد مدل رقومي . زمين مركز است دكارتي

امـري  . شـود داده  دكـارتي  دستگاه مختصـات زمين نيز در 
  .كه غيرعملي و غيركاربردي است

ــه  ــه منزل  اردلان و صــفرييــك راه حــل جــايگزين، ب
 مسـاحت  هـم تصويرهاي سامانه پيشنهاد استفاده از  )2004(

اثر جاذبي توپوگرافي براي تحقيق در اين . را مطرح كردند
بـا   مسـاحت  هـم تصـوير  سامانه زمين در يك  گرانيشتاب 
دسـتگاه  بـا اسـتفاده از   . بيضوي مدل شـد  هاي تقريبحفظ 

توان از جواب تحليلي انتگرال نيوتن   مي دكارتي مختصات
سـود   دستگاه مختصاتارتفاعي آن در اين هاي  گراديانو 

ــت ــتا    . جس ــبه ش ــه محاس ــرد ك ــاره ك ــد اش ــاذبي باي ب ج
مفهوم اسـتفاده از    هتصوير بسامانه توپوگرافي با استفاده از 

  . توپوگرافي نيستاي    تقريب صفحه
،تقريـب بيضـوي   )2005(نواك و گرافارند تحقيق در 

4O( )e ،     ــتق ــوگرافي و مش ــي از توپ ــاذبي ناش ــيل ج پتانس
بيضــوي ژئــودتيكي  دســتگاه مختصــاترا در  ارتفــاعي آن
 اثـر  صـورت  بـه آنها توانستند اثر توپوگرافي را . بيان كردند
 براسـاس . كنند انيب تيضويب حيتصح و يكرو يتوپوگراف

 كي ـحـدود   يدر اثرات توپوگراف تيضوياثر ب تحقيق نيا
و  داي ـوا تحقيـق  در. اسـت  تي ـآن كم يهزارم مقدار كرو

 ليمحاســبه پتانســ يبــرا وتنيــانتگــرال ن) 2004( همكــاران
ژئـودتيكي نوشـته    مختصات دستگاهدر  يتوپوگراف يجاذب

براسـاس  . با تقريب كروي روابط را سـاده كردنـد  و سپس 
 متـر  ميلـي   1 توانـد    مي اثر بيضويت )2004(شوبرگ تحقيق 

در ارتفــاع ژئوئيــد تاثيرگــذار باشــد كــه ايــن مقــدار قابــل  
  .كردن است نظر صرف

سطح مبناي ارتفاعي در محاسبه  ،نكته قابل توجه ديگر
هـدف از   معمـولاً . است) ژئوئيد يا بيضوي(اثر توپوگرافي 

هماهنــگ جــاذبي هــاي   اثــر توپــوگرافي بــراي داده اعمــال
گـاهي نيـز اثـر توپـوگرافي     . ستا كردن فضا )هارمونيك(

انتقال رو  برايهاي زياد   بسامدفاقد به كميتي براي دستيابي 

رو انتخاب اينكه مـرز پـاييني    اين از. شود  مي حذفبه پايين 
توپوگرافي ژئوئيد باشد يا بيضوي بستگي به موقعيـت مـرز   

مقـادير مـرزي    مسئلهدر . مقدار مرزي مزبور دارد مسئلهدر 
مـرز، ژئوئيـد اسـت كـه معمـولا در      ژئودزي فيزيكي سوم 

 مرجـع  تقريب كروي با كره و در تقريب بيضوي با بيضوي
ذا مرز در تقريب كـروي بيضـوي بـه    ل. شود  مي تقريب زده

. اسـت  مرجـع و در تقريب بيضوي، سطح بيضـوي   Rشعاع 
البته اين نكته تاثير چنداني بر نتايج عددي ندارد چراكه اثر 
جاذبي توپـوگرافي بيشـتر تـابع اخـتلاف ارتفـاع و عكـس       

در فواصل نزديك ميزان تغييـرات   كه آنجا از. فاصله است
كم است، انتخاب مـرز پـايين   شعاع بيضوي يا حتي ژئوئيد 

  .توپوگرافي تاثير چنداني بر نتايج عددي ندارد
ــن  ــق هــدف از اي ــتق  تحقي ــوتن و مش ــان انتگــرال ني بي

 اعمـال بيضـوي و بـدون    دستگاه مختصاتارتفاعي آن در 
در ادامه نتايج عددي حاصل بـا  . است) كامل(هيچ تقريب 

   .شود  مي تقريب كروي مقايسه
  

پتانسيل جاذبي توپوگرافي و گراديان ارتفـاعي آن      2
  بيضوي دستگاه مختصاتدر 

، پتانســيل دكــارتي بعــدي ســه دســتگاه مختصــاتدر يــك 
دسـت   بـه ) 1(رابطـه  جاذبي توپـوگرافي از انتگـرال نيـوتن    

   . آيد  مي

)1(            ( , , ) 
( , , )  

( , , , ', ', ')B

x y z
V x y z dx dy dz

L x y z x y z

   
     

و  (x,y,z)فاصله اقليدسي بين دو نقطه  L ،رابطهدر اين 
(x',y',z') است .( , , )x y z     چگالي در نقطه
را ثابت در  آنمقاله است كه در سراسر اين  گيري انتگرال

دستگاه براي تبديل انتگرال فوق در . گيريم  مي نظر
توان   مي بيضويهاي گوناگون   دستگاهبيضوي از  مختصات

مفصلي از  فهرست) 1999(اردلان تحقيق در . سود جست
همراه روابط لازم براي ه بها   دستگاه مختصاتاين دسته 

مشاهدات ما در  كه ازآنجايي. تبديل آنها آمده است
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) گاوسيبيضوي  دستگاه مختصات , , )h   صورت  
امكان حل تحليلي انتگرال  ه علت، همچنين بگيرد مي

از ، دستگاه مختصاتنسبت به مولفه ارتفاعي در اين نيوتن 
براي بيان اثرات توپوگرافي  گاوسي دستگاه مختصات

دستگاه گاهي را  دستگاه مختصاتاين  .كنيم  مي استفاده
با  دستگاهارتباط اين . گويند  مي ژئودتيكي نيز مختصات

 صورت بهژئوسنتريك زمين  دكارتي دستگاه مختصات
ونيچك و كراكوسكي، ( شود  مي تعريف )2(رابطه 

1986(.   

 )2(                                          
2

( )cos cos ;

( )cos sin ;

(1 ) sin ,

X N h

Y N h

Z N e h

 
 



 
 

    

 

ــه 2 در آن، كــ 2 1/2( ) (1 sin )N a e      ــع ــعاع مقطــ شــ
ــار نصــف ــتالنه ــت بيضــوي   e . ي اس ــروج از مركزي خ

2 2
2

2

a b
e

a


  ، a  وb هـــاي بـــزرگ و قطر نـــيمرتيـــب ت هبـــ

 را دستگاه مختصـات ژاكوبين اين . كوچك بيضوي هستند
  .آورد دست به )2( توان با استفاده از معادلات  مي

)3(                         ( , , )
J ( )( )cos ,

( , , )

X Y Z
N h M h

h


 


   


  

2 در آن، كـــه  2 2 3/ 2( ) (1 )(1 sin )M a e e      شـــعاع مقطـــع
همچنين فاصله فضايي بين دو نقطه در . ي استالنهار نصف

  :عبارت است ازژئودتيكي  دستگاه مختصات

)4     (

2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

( , , , , , )

( ) ( ) ( )

( ) cos ( ) cos

2( )( )cos cos cos( )

( ) sin ( ) sin

2( )( )sin sin .

  

       

    
      

        

    



  

N

L h h

X X Y Y Z Z

N h N h

N h N h

N h e N N h e

N Nh e N h Ne

   

 
   

 

 

  

 ياز جـرم بـالا   يناش ـ يجـاذب  ليپتانس ـ) 3(توجه به رابطه  با 
رابطـه   صـورت  بـه  كي ـدر دستگاه مختصات ژئودت يضويب
  :شود  يم انيب) 5(
)5(         

0

( )( )
( , , ) .

( , , , , , )

hT

E

N M
V h G d dE

L h





    
    

 



      
    

cosdE  در آن، كه d d     تـابع فاصـله   و يالمان سطح  

L  نسـبت    خوشبختانه انتگـرال . داده شده است )4(از رابطه
در ايــن . بــه مولفــه ارتفــاعي داراي جــواب تحليلــي اســت 

كه بـا اسـتفاده    صورت اين انتگرال به يك انتگرال سطحي
ه لازم ب ـ. يابد  مي قابل حل است، تقليلعددي اي ه روشاز 

اشـاره شـد، ايـن انتگـرال      بـالا در  طـور  همانذكر است كه 
  )ژئـودتيكي ( گاوسـي بيضـوي   دستگاه مختصاتدر  فقط

در صـورت  . جواب تحليلي نسبت بـه مولفـه ارتفـاعي دارد   
بيضـوي   دستگاه مختصاتهاي   استفاده از ساير دسته مولفه

)نظير , , )u   عددي براي انتگرالگيـري  اي ه روش، بايد از  
يـك راه   عرضـه بـراي   .روي مولفه ارتفاعي استفاده كنـيم 

ايـن رابطـه را     حل تا حد امكان كوچك براي حل انتگرال
  برحسب كميت    :كنيم  مي مرتب  

)6(          2

0 2

( )
( , , ) ,

hT

E

A B
V h G d dE

C D





    
 

 



    
  

  

        ، كه
 

 
  

    
 

2

22 2

2
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2 cos cos cos cos

2 cos sin cos sin

2 sin 1 sin

cos cos sin 1

cos sin .

  
 

      

     

    

        

   

A N M

B N M

C X N

Y N

Z N e

D X N Z N e

Y N

   

   

 

  

 

  

) در اين روابط كه  , , )X Y Z مختصات ژئوسنتريك   
 نسبت به  جواب انتگرال . نقطه محاسباتي است دكارتي    

  :عبارت است از
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2L  در آن، كه C D     . همان فاصله فضايي است  
، انتگرال سطحي براي چگاليبا فرض تغييرات جانبي براي 

   :عبارت است ازتعيين پتانسيل توپوگرافي بالاي ژئوئيد 
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 براي رفع آن. تكينگي ضعيف استسطح زمين داراي 
را جداگانه ) ه بيضويپتانسيل بوگ(توان سهم تكينگي   مي

  :محاسبه كرد
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بوگـه نسـبت بـه يـك پوسـته         عبـارت  TBVدر رابطه فـوق  
   عبــارت  TRVو اســت   بيضــوي معــادل ســهم تكينگــي   

 TBV. ناهمواري توپوگرافي نسبت به پوسته بيضـوي اسـت  
اسـت   h پتانسيل ناشي از يك پوسته بيضوي شكل با ارتفاع

. تقريـب زد   دويي ـپتانسيل ناشي از يـك هموئ با وان ت ميكه 
و متشابه  ركزم همهموئوييد، حجم محصور بين دو بيضوي 

هموئوييد محصور بين بيضـوي بـا   پتانسيل . )1 شكل(است 
2  معادله 2 2

2 2 2
1

X Y Z

a b c
    2و بيضوي 2 2

2 2 2

X Y Z
m

a b c
    كه

 1m  ؛ مـك  1940رمـزي،  ( آيد  مي دست به، از رابطه زير  
  :)1958ميلان، 
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0 كه براي نقاط داخل هموئوييد   و براي نقـاط خـارج     
  :ريشه معادله زير استرين ت بزرگآن 

)11(                               2 2 2

2 2 2
1 0.

X Y Z

a b c  
   

  
  

) كــه  , , )X Y Z  پــيش گفتــهمختصــات ژئوســنتريك نقطــه   
) 12(رابطـه   صـورت  ريشـه بـه   معادله فـوق داراي دو . است
  .است

)12(   2 2 2 2 2
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2 ( ) 4 ( )

    
  

        

X Y Z a b
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تر با توجه بـه مثبـت بـودن راديكـال مشـخص       ريشه بزرگ
گـذاري ريشـه    و جـاي ) 10(بـا حـل انتگـرال رابطـه     . است

پتانسيل ناشي از يك پوسته بيضـوي  ، )11(تر معادله  بزرگ
 اي خـارج يـا روي آن بـا مختصـات       محـوري در نقطـه   دو

) ژئوسنتريك  , , )X Y Z   :آيد  دست مي به  
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2arctan( / )2
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البته با توجه به يكسان بودن سهم تكينگـي پتانسـيل قبـل و    
بوگه بـراي اثـرات      بعد از تحكيم، نيازي به محاسبه عبارت

  . توپوگرافي در فضاي هلمرت نيست
ــادلات   ــه مع ــه ب ــا توج ــارت) 9(و ) 8(ب ــاهمواري    عب ن

پتانسيل توپوگرافي نسبت به پوسـته بوگـه بيضـوي عبـارت     
  :است از
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براي محاسبه شتاب جاذبي ناشي از توپوگرافي از گراديان 
  . كنيم  ارتفاعي پتانسيل استفاده مي
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) ذاري مقادير گ پس از جاي , , )X Y Z   ، براي حل  
را  تحليلي انتگرال اخير روي مولفه ارتفاعي بهتر است آن

 همانند قبل براي مولفه     :مرتب كنيم  
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دست آمده براي مولفه ارتفـاعي عبـارت    حاصل انتگرال به
  :است از
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درنهايت انتگـرال اثـر جـاذبي توپـوگرافي تبـديل بـه يـك        
  :شود  مي بيضوي سطحدوبعدي روي انتگرال 
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داشـتيم، انتگـرال فـوق بـه     همانند آنچه در حالـت پتانسـيل   
ازاي نقطه محاسـباتي روي زمـين داراي تگينگـي ضـعيف     

سهم تكينگي شتاب ناشي از يك پوسته بيضـوي بـه   . است
شتاب معادل اي   شتاب ناشي از چنين پوسته. است h  ارتفاع

ــت   ــد اس ــك هموئويي ــي از ي ــك   . ناش ــي از ي ــتاب ناش ش
) قطرهـاي   هموئوييد، محصور بين دو بيضوي با نيم , , )a b c   

) و  , , )ma mb mc 1m كه     اي خـارج و يـا روي      ه، در نقط 
) آن به مختصات دكارتي  , , )x y z رمـزي،  ( عبارتست از  

  ):1958؛ مك ميلان، 1940
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  در آن، كه بـراي  . اسـت   )11(رين ريشه معادلـه  ت بزرگ  
بيضــوي دو محــوري زمــين، شــتاب ناشــي از يــك پوســته  

ــا ارتفــاع  ــا مختصــات دكــارتي     هدر نقطــ h بيضــوي ب  اي ب
( , , )x y z    :عبارت است از  
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1  در آن، كه همچنـين  . آيـد   مـي  دسـت  بـه ) 12(از رابطـه    
ــوگرافي    ــاهمواري توپ ــاذبي ن ــتاب ج ــوگرافي  (ش ــر توپ اث

  :عبارت است از) بيضوي
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پتانسيل جاذبي توپوگرافي تحكيم شده و گراديـان      3

  ارتفاعي آن
-ژئوئيـد از جملـه اسـتوكس   هاي تعيـين   در برخي از نظريه

بيضوي با يك لايه بسيار /هلمرت توپوگرافي بالاي ژئوئيد
ايـن كـار   . شـود   بيضوي جـايگزين مـي  /نازك روي ژئوئيد

براي محقق شدن شرايطي است كه نظرية اسـتوكس بـراي   
در اين بخش روابط لازم براي . تعيين ژئوئيد بدان نياز دارد

ــوگرافي تح  كــيم شــده روي محاســبه پتانســيل جــاذبي توپ
بيضوي و گراديان ارتفاعي در دسـتگاه مختصـات بيضـوي    

  .شود  گاوسي ارائه مي
تحكيم اجرام بالاي ژئوئيد در دو حال حفظ جرم و يـا  

در حالـت حفـظ جـرم    . حفظ مركز جرم زمين ميسر اسـت 
. مانـد  مـي جرم زمين قبل و بعد از تحكيم ثابت باقي زمين، 

 اگــر 
gM   ، 

tM  و   
cM ــ   ــا   هب ــانگر جــرم زمــين ت ترتيــب بي

ــالاي  بيضــوي ــوگرافي ب ــوده توپ و جــرم  بيضــوي، جــرم ت
 حفـظ جـرم زمـين   شـرط  توپوگرافي تحكـيم شـده باشـد،    

   :عبارت است از
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چگالي  چگالي سطحي و   ،كه در اين رابطه
با فرض ثابت بودن چگالي توپوگرافي، . توپوگرافي است

 .است) 23(با رابطه چگالي سطحي برابر 
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ادير قرار دادن مقدر راستاي ارتفاعي و  گيري با انتگرال
  :حدي براي آن خواهيم داشت
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چگالي لايه سطحي با شـرط حفـظ مركـز    براي دستيابي به 
ــتگاه مختصــات بيضــوي      ــر اســت از دس ــين بهت ــرم زم  ج

( , , )u  هـاي    ها بـا مولفـه     هارتباط اين مولف. شوداستفاده   
  :)1967هيسكانن و موريتز، ( عبارت است از دكارتي
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ارتباط المان حجم در اين دستگاه مختصات و دستگاه 
 :مختصات دكارتي عبارت است از
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) اگر  , , )  C C CX Y Z مختصات دكارتي مركز گراني زمين   
 مولفه . باشد

CX  برابر است با:  
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همين ترتيب نوشته ه هاي ديگر نيز ب  اين رابطه براي مولفه
)   اگر . شود  مي , , )h h h

C C CX Y Z بعد از تحكيم مركز گراني   
h صورت براي مولفه  در اين ،باشدتوپوگرافي 

CX خواهيم   
  :داشت
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در . به همين ترتيب نوشت توان   هاي ديگر را مي  مولفه
حالت حفظ مركز گراني جرم زمين بعد از تحكيم نياز 

= ,0 ،است كه  0 0.  =,h h h
C C CX Y Z ، عمال اين شرط برايا

X مولفه   :صورت زير است به  
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با ثابت در نظر گرفتن چگالي توپوگرافي، چگالي سطحي 
 :شود  صورت زير محاسبه مي از انتگرال بالا به
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ا بهتر است معادله اخير را در ه براي يكسان سازي فرمول
  :دستگاه مختصات بيضوي گاوسي بنويسيم
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گذاري حدود آن رابطه چگالي  از حل اين انتگرال و جاي
دست  بهسطحي در حالت حفظ مركز گراني جرم زمين 

  :آيد  مي
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بالاي با چگالي پتانسيل ناشي از تحكيم توپوگرافي 
  :بيضوي در رو برابر است با
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) كه فاصله فضايي  , , , , , 0)     L h h         )4( از رابطه  
گرچه اين انتگرال براي نقـاطي غيـر واقـع    . آيد  دست مي به

ي تـوان  ر طبـق رويـه قبل ـ  ، تكينگي ندارد، اما ببيضويروي 
ــاهمواري    صــورت مجمــوع دو عبــارت را بــه  آن بوگــه و ن

  :نوشت
( , , ) ( , , ) ( , , )C CB CRV h V h V h       )34              (  

CBV    عبارت توان معادل پتانسيل يك هموئوييد با   را مي  
براي اين منظور . در نظر گرفت نهايت نازك ضخامت بي

1m ، )14(ست در رابطه ا كافي در اين . ميل داده شود  
  :حالت
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ناهمواري پتانسيل توپوگرافي تحكيم شده    عبارت و
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  :عبارت است از
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شتاب ناشي از توپوگرافي   )33( گراديان ارتفاعي رابطه
  :دهد  تحكيم شده روي ژئوئيد را مي
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) كه  , , )X Y Z ) و    , , )X Y Z   ترتيب مختصات دكارتي ه ب  
بوگه اين    عبارت. گيري است نقطه محاسبه و نقطه انتگرال

توان با شتاب ناشي از يك هموئوئيد   انتگرال را مي
1m لذا با اعمال . نهايت نازك تقريب كرد بي  در   

 :عبارت است از  )20( رابطه
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  :ناهمواري انتگرال فوق برابر است با   همچنين عبارت
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پتانسيل جاذبي توپوگرافي و گراديان ارتفـاعي آن      4
 در دستگاه مختصات كروي

هاي رقومي توپوگرافي در دستگاه مختصات دكـارتي   مدل

و يا در دستگاه مختصـات ژئـودتيكي   ) هاي تصوير  سيستم(
طـور مسـتقيم امكـان     از ايـن رو بـه  . شوند  گاوسي منتشر مي

هاي توپوگرافي در دستگاه مختصـات كـروي     حل انتگرال
يك روش بـراي اسـتفاده از تقريـب كـروي،     . وجود ندارد
يب كروي در روابط انتگرالي بيضوي اسـت كـه   اعمال تقر
در تقريـب كرويـت   . هاي فـوق بـدان اشـاره شـد      در بخش

، نظر كرد در اين صـورت  توان از بيضويت زمين صرف  مي
2 0e N M a    ، فاصله فضايي بين دو نقطه در رابطه

  :دستگاه مختصات ژئودتيكي عبارت است از
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cos، كه در اين رابطه sin sin cos cos cos( )           .
rبراي سادگي روابط در رابطه فـوق   a h   و' 'r a h  

ــم  ــرار دادي ــارامتر  . ق ــت پ ــره    aدر حقيق ــعاع ك ــش ش   نق
  . كنــد   متوســط زمــين در تقريــب كــروي را بــازي مــي     

  روابــط پتانســيل جــاذبي توپــوگرافي و گراديــان ازتفــاعي  
  آن بارهـــــا از ســـــوي محققـــــان گونـــــاگون عرضـــــه 
ــن       ــه در اي ــت ك ــه اس ــرار گرفت ــتفاده ق ــورد اس ــده و م   ش

ــي  ــوص م ــه    خص ــوان ب ــك و (ت ــارانمارتين ؛ 1995، همك
لــوف و ؛ مخ2003، همكــاران؛ تنــزر و 1998مارتينــك، 

  .مراجعه كرد )2008ايلك، 
  

 
  .m<1>0است كه  (ma,mb)و   (a,b)هموئوييد حجم محصور بين دو بيضوي با نيم قطرهاي .شكل هندسي هموئوييد. 1 شكل
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   نتايج عددي    5
نتايج عددي دو تقريب كروي و بيضوي از به اين بخش 

پتانسيل و شتاب جاذبي توپوگرافي روي منطقه  هاي تابع
براي . متر اختصاص دارد 5000ايران با ارتفاع بيشتر از 

  SRTM ي رقومي زمينها مدلمحاسبه اثرات توپوگرافي، 
در محاسبه اثرات  .ثانيه استفاده شده است 3 با گام 

  30  متوسط ارتفاعيهاي   ك از مدلتوپوگرافي مناطق نزدي
از ميانگين  ها مدلاين . دقيقه استفاده شده است  5  ثانيه و

همچنين براي محاسبه . اند آمده دست بهثانيه   3  گيري مدل
اثرات توپوگرافي مناطق دوردست از يك مدل رقومي با 

گيري از مدل رقومي   طدرجه حاصل از متوس  1  گام
  . دقيقه استفاده شده است  5  گام با  ETOPO5  جهاني

 ،توپوگرافيايِ ه انتگرالكرنل  همهبا توجه به اينكه 
تابعي از معكوس فاصله هستند، با حفظ دقت، سهم مناطق 

ارتفاعي با گام بيشتر محاسبه هاي   توان از داده  مي دورتر را
در اينجا براي محاسبه همه اثرات توپوگرافي، . دكر
منطقه خيلي  -1: مورد استفاده قرار گرفتبندي زير  پهنه

دقيقه اطراف نقطه كه از يك مدل   15 شعاع : نزديك
منطقه  -2 .شود  مي ثانيه يا كمتر استفاده  3 ارتفاعي با گام 

درجه كه از مدل متوسط   1 دقيقه تا   15 از شعاع : نزديك
  4 درجه تا   1 از شعاع و  شود  مي ثانيه استفاده  30 با گام 

   دقيقه استفاده  5 درجه كه از مدل ارتفاعي با گام 
  4 ناحيه با شعاع بزرگتر از : ناحيه دور دست -3 .شود  مي

   دقيقه 30 درجه كه از مدل رقومي جهاني با گام 
    .شود  مي استفاده

بين دو تقريب بيضوي و كروي پتانسيل جاذبي تفاوت 
و  الف-2هاي  شكلتوپوگرافي و گراديان ارتفاعي آن در 

اين  د- 2و  ج-2 هاي شكلهمچنين . آمده است ب- 2
بر . دهند  مي اختلاف را براي توپوگرافي تحكيم شده نشان

ها  تفاوتتوان ديد كه   مي اولين نتيجهمثابه  بهاين اساس 
توان انتظار داشت   مي لذا. وابسته به شدت توپوگرافي است

اختلاف بين روابط كروي و  ،كه در مناطق مسطح و دشت
هاي   اثرات توپوگرافي كمتر از دقت سازي مدلبيضوي در 

  .موردنياز در ژئودزي است
  
2واحد پتانسيل . و گراديان ارتفاعي آن پارامترهاي آماري تفاوت تقريب بيضوي و كروي پتانسيل جاذبي توپوگرافي .1 جدول 2m s   گراديان پتانسيلو واحد 

 .باشد مي گال ميلي

  min max  mean  STD 

 پتانسيل

  3.204  1.341-  13.096 16.136-  بوگه   عبارت

  0.002  0.000  0.023 0.032-  ناحيه خيلي نزديك

  0.167  0.016-  0.879  1.008-  ناحيه نزديك

  10.562  4.612- 39.051  52.075-  ناحيه دوردست
 گراديان پتانسيل

  0.077  0.045-  0.000 0.542-  بوگه   عبارت

  0.003  0.000  0.051 0.039-  ناحيه خيلي نزديك

  0.003  0.001  0040 0.019-  ناحيه نزديك

  0.081  0.051  0.382  0.223-  ناحيه دوردست
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2واحد پتانسيل . و گراديان ارتفاعي آن پارامترهاي آماري اختلاف تقريب بيضوي و كروي پتانسيل جاذبي توپوگرافي .2 جدول 2m s   گراديان پتانسيلو واحد 
 .باشد مي گال ميلي

  min max Mean  STD 

 پتانسيل
  17.867  12.797- 0.739 62.497-  بوگه   عبارت

  0.002  0.000 0.022 0.032-  نزديكناحيه خيلي 
  0.167  0.016- 0.879 1.008-  ناحيه نزديك
  10.563 4.613- 39.055 52.083-  ناحيه دوردست

  گراديان پتانسيل
  0.189  0.135 0.648 0.014-  بوگه   عبارت

  0.008  0.000 0.099 0.064-  ناحيه خيلي نزديك
  0.006  0.001 0.068 0.042-  ناحيه نزديك

  0.083  0.051 0.405 0.236-  دوردست ناحيه
  

       
  )ب(                                                      )     الف(                                                

     
  )د(                                                              )  ج(                                                

پتانسيل جاذبي  )ج(شتاب جاذبي توپوگرافي، ) ب(تفاوت ميان دو تقريب بيضوي و كروي براي پتانسيل جاذبي توپوگرافي، ) الف( .2شكل 
  .شتاب جاذبي توپوگرافي تحكيم شده) د(توپوگرافي تحكيم شده و 
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هـر  هـاي   تفاوتبايد سهم ها  تفاوتبراي بررسي بيشتر 
اختلاف دو  1در جدول . بوگه را جدا كرد   عبارتناحيه و 

تقريــب بيضــوي و كــروي پتانســيل جــاذبي توپــوگرافي و  
گراديان ارتفاعي آن در سه ناحيه خيلي نزديك، نزديك و 

فـوق  هـاي   تفاوت 2ل جدوعددهاي . دوردست آمده است
بايـد اشـاره   . دهـد   مي را براي توپوگرافي تحكيم شده نشان

با مقادير صفر ناشي از گرد كردن ها  تفاوتكرد كه وجود 
  . استآنها و ناچيز بودن 

توان رفتار طيفـي    مي به سه ناحيهها  تفاوتبا جداسازي 
ــان را    ــوگرافي و گرادي ــر بيضــويت پتانســيل جــاذبي توپ اث

رود   مي كه انتظار طور همانبراساس اين نتايج . كردبررسي 
ــر بيضــويت   اخــتلاف تقريــب بيضــوي از  (ســهم عمــده اث

   عبــارتزيـرا ايــن  . بوگـه نهفتــه اســت    عبــارتدر ) كـروي 
قسمت عمده و اصلي ميدان پتانسيل ناشي از توپوگرافي را 

ــه اينكــه در فواصــل نزديــك  . كنــد  مــي ايجــاد ــا توجــه ب ب
ه كروي و بيضوي توپوگرافي بسـيار ب ـ اي،  ي صفحهها مدل

در هـا   تفـاوت توان انتظار داشت كه   مي ،هم نزديك هستند
در اثــر بيضــويت  رو ايــن  از. منــاطق دوردســت بيشــتر باشــد

هاي  موججنس طول از  بيشتراثرات توپوگرافي  سازي مدل
بوگه بيشتر اثر مربوط به اجرام    عبارتلذا بعد از  .بلند است

ايــن دو نكتــه بــه . منــاطق دوردســت اســتتوپــوگرافي در 
  .خورد  مي به چشم 2و  1هاي  جدولوضوح در 

و  1 هـاي  جدولها در  با توجه به كوچك بودن تفاوت
روابط تقريب كروي بـراي بسـياري از كاربردهـاي آنهـا      2

. رسـد   مـي  نظر  و جهاني كاملا كافي بهاي   در مقياس منطقه
) متـر  سـانتي ژئوييـد بـا دقـت    (فقط در تعيين محلي ژئوييـد  

ــط در       ــوي فق ــب بيض ــتفاده از تقري ــه اس ــت ب ــن اس ممك
هـا در   البتـه قسـمت عمـده تفـاوت    . ها نيـاز باشـد   كوهستان
ــدول ــاي ج ــي از  2و  1 ه ــارتناش ــت    عب ــه اس ــاي بوگ . ه

هــاي تعيــين ژئوئيــد ابتــدا اثــر  در همــه روش كــه ازآنجــايي
ــوگرافي برداشــته و ســپس اضــافه  ــر در   مــي توپ شــود؛ تغيي

هـاي بوگـه نتـايج را دسـتخوش تغييـرات نخواهنـد         عبارت

) 1998(حال چنانچـه مطـابق پيشـنهاد مارتينـك      بااين. كرد
ــت  ــق    10حــد دق ــد دقي ــين ژئوئي ــراي تعي ــال را ب ميكروگ

  . وي ضروري استتقريب بيض اعمالبپذيريم؛ 
 ســازي مــدلمزيــت اســتفاده از روابــط بيضــوي در    

بيضوي و تقريـب   دستگاه مختصاتتوپوگرافي، استفاده از 
البته اين بدان مفهـوم نيسـت كـه روابـط     . نزدن روابط است

زيـرا  . بيضوي در محاسـبه اثـرات توپـوگرافي خطـا نـدارد     
و ماهيـت گسسـته   هـا    همواره به علت حل عـددي انتگـرال  

. سـازي وجـود دارد    ع ما از توپوگرافي، خطاي گسستهاطلا
انـد و هـيچ    حال از نظر هندسي روابـط بيضـوي كامـل    بااين

باوجوداين مزايا، روابط اثـر توپـوگرافي در   . تقريبي ندارند
بيضوي پيچيده است و زمـان محاسـباتي    دستگاه مختصات
  . كند  مي بيشتري را صرف

  
  نتيجه گيري     6

ابط مربوط به اثرات توپوگرافي در سيسـتم  در اين مقاله رو
مختصات گوسي ژئودتيكي ارائه و اختلاف مقادير عددي 

نتـايج عـددي   . ارائه شده اسـت آن با روابط مرسوم كروي 
. ويت توپـوگرافي دارد ض ـحاكي از كوچك بودن اثرات بي

سازي ميدان  كه در بيشتر كاربردهاي منطقه اي مدل بطوري
توان با تقريـب خـوبي    ن ژئوئيد ميثقل زمين، از جمله تعيي

همچنين نشان داده شد كه عمده . از روابط كروي سود برد
اختلاف نتايج تقريب بيضوي و كروي اثـرات توپـوگرافي   

هـاي بلنـد بـوده و در تـرم بوگـه نهفتـه        از جنس طول موج
   . است
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