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  چكيده
با  گرانشمحلي ميدان  سازي مدلاي از كشور تانزانيا،  سنجي هوايي برداري در منطقه گرانيدر اين مقاله با استفاده از مشاهدات 

مقدار  مسأله، در روش اول، جواب منظور بدينگيرد. استفاده از دو روش مختلف و برمبناي بسط به توابع هارمونيك محلي صورت مي
شود. در اين حالت جواب  شده در محدوده يك كلاهك كروي حل مي لاپلاس، با مقادير مرزي تعريف  معادلهبراي  رخلهيدمرزي 
، كه به توابع هارمونيك شود صحيح و درجه غيرصحيح بيان مي  مرتبه كيب خطي توابع لژاندرِ وابسته ازلاپلاس بر مبناي تر  معادله

و مقادير مرزي در اين  شود كلاه كروي معروف هستند. درروش دوم، معادله لاپلاس در سيستم مختصات كارتزين محلي حل مي
. در اين روش، جواب معادله لاپلاس، برحسب تركيب توابع شوند حالت در يك محدوده مسطح از سطح زمين در نظر گرفته مي

بررسي كارايي هر يك از  منظور بهشود.  هاي مستطيلي گفته مي ، كه به آنها، هارمونيكشود عنوان توابع پايه بيان مي مثلثاتي به
برآورد پارامترهاي هر مدل (ضرايب اي در تانزانيا جهت  سنجي هوايي برداري بر فراز منطقه گرانيهاي ذكر شده، از مشاهدات  روش

 80ي درجهمستطيلي و نقاط كنترل براي  هارمونيك هر مدل) استفاده شده است. كمترين مقدار اختلافات بين مدل هارمونيك
 .شدحاصل  گال ميلي 9تا  8بين  اي لبه و براي مناطق گال ميلي 3تا  2در مناطق داخلي حدود  بسط) ي بهينه ي عنوان درجه به(

بسط) در مناطق  بهينه  درجهعنوان  به ( 100 درجهي و نقاط كنترل براي كلاه كرو كمترين مقدار اختلافات بين مدل هارمونيك
 آمد.  دست  به اي لبه براي مناطق گال ميلي 3حدود  و گال ميليداخلي كمتر از يك 

  

مدل  ،ييهوا سنجي گراني ،يمحل گرانش دانيم ،يليمستط كيهارمون زيآنال ،يكلاه كرو كيهارمون زيآنال :يديكل يهاواژه
  .ليژئوپتانس

  

  مقدمه. 1
يك نياز ضروري براي  گرانشمحلي ميدان سازي  مدل

 در مهندسي كاربردهاي انجام و گرانش ميدان مطالعه
 و معدن اكتشاف شناسي، زلزله ژئوديناميك، ژئوفيزيك،

 براي مختلفي هاي روش كنون تا .باشد مي زمين علوم ديگر
 شده  استفاده و ارزيابي گرانش ميدان محلي سازي مدل
در  جرم خارج در گرانش پتانسيل اينكه به باتوجه. است

 لاپلاس ي معادله در صورت حذف نيروي جزر و مد
 هارمونيك توابع از استفاده بنابراين ،كند مي صدق

 گرانش ميدان محلي سازي مدل براي روش پركاربردترين
 كروي هاي هارمونيك از استفاده راستا، اين در. باشد مي
 جهاني سازي مدل جهت شده شناخته پايه توابع عنوان به

 جهاني هاي مدل متأسفانه. است لواتدم ،گرانش ميدان
 زمين گرانش ميدان بالاي فركانس اثرات بيان به قادر

 محدود محلي كاربردهاي در آنها رزولوشن و نبوده
 كاربردهاي در دقت افزايش براي منظور  بدين. باشد مي

 مي قرار مدنظر گرانش ميدان محلي سازي مدل محلي،
 استفاده زمينه اين در شده شناخته هاي روش از يكي. گيرد
مانند توابع  (Local support) محلي  محمل با پايه توابع از

 اساس روش، اين در. است اسپيلاين توابع يا شعاعي، پايه
 .است آن پارامترهاي تعيين و مناسب پايه تابع انتخاب كار
 مفهوم فاقد شده ارائه مدل كه است آن روش اين معايب از

 محلي سازي مدل و بوده گرانش ميدان به مربوط فيزيكي
(دي سنتيس و  كندمي پيدا تغيير درونيابي مسأله يك به

  ).1999 ،همكاران
 مسأله كه است آن موضوعروش ديگر براي حل اين 

 در. شود حل محلي صورت به لاپلاس معادله مرزي مقدار
 mraoofian@kntu.ac.ir                                                                                                                  نگارنده رابط:                    *
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 بودن اختيار در فرض با لاپلاس معادله جهاني، هاي مدل
 آن، جواب و شود مي حل زمين كره كل بر مرزي مقادير

 سري به بسط برحسب نمايش  قابل ،رنگه قضيه طبق بر
 محلي، سازي مدل در. بود خواهد كروي هاي هارمونيك

 باشد، اختيار در زمين كره كل در اطلاعات آنكه جاي به
 به اي محدوده بر گرانشي اطلاعات كه شود مي فرض
 در كمتر، وسعت با مناطقي براي يا كروي، كلاهك شكل

 جواب شرايط اين در. باشد اختيار در مسطح اي محدوده
 عنوان تحت ديگري پايه عتواب برحسب لاپلاس معادله

 هينز. شود مي بيان مستطيلي يا كروي كلاه هايهارمونيك
 براي را كروي كلاه هاي هارمونيك تئوري ،)1985(

 امكان تئوري اين. كرد ارائه مغناطيس ميدان سازي مدل
 بر مرزي مقادير گرفتن نظر در با را لاپلاس معادله حل
 در. كند مي فراهم كروي كلاه شكل به اي محدوده روي
 روي آن قطب كه است كروي كلاه مسأله مرز مدل، اين

 اين مبناي بر. )1(شكل  دارد قرار موردمطالعه منطقه مركز
 شده تعريف مرزي مقادير با ،لاپلاس معادله جواب روش

 نمايش  قابل كروي، كلاه شكل به اي ناحيه روي بر
   از كروي هاي هارمونيك سري بسط صورت به

 ديگر عبارت به. باشد مي صحيح مرتبه و حقيقي درجه
 مقادير با كروي، هاي هارمونيك سري بسط برخلاف
   از تنها كروي هاي هارمونيك آن در كه كره، مرزي
 درجه اينجا در شوند، مي ظاهر صحيح مرتبه و درجه

   و باشد تواند مي عددي هر كروي هاي هارمونيك
   هاي اي چندجمله برحسب آنها رياضي نمايش لذا

؛ 2004 ،(دبالت و همكاران بود نخواهد وابسته لژاندر
   كلاه هارمونيك مدل ).2006 ،دبالت و همكاران

 مورداستفاده هم ژئودتيك كاربردهاي در كروي
 مورد چندين به توان مي آنها ميان از كه است قرارگرفته

 را روش اين)، 1997( و همكاران سنتيس دي. كرد اشاره
 انحراف هاي مؤلفه تعيين و ژئوئيد نوسان سازي مدل براي
 و سازي مدل) 2011( همكاران و ليو .رفتگ كار به قائم
را با استفاده  TEC (Total Electron Content)  بيني پيش

 مدل ودادند  انجام كروي از توابع پايه هارمونيك كلاه

. كردند مقايسه جهاني هاي مدل با را ايجادشده محلي
 زمين پوسته عمق تعيين جهت )2011( همكاران و هاونگ

 آنها .ندكرد استفاده كروي كلاه هارمونيك محلي مدل از
 جنوبي  كره در را جاذبه آنامولي و ژئوئيد نوسان ابتدا
 محلي مدل از حاصل آنومالي سپس و هنمود سازي مدل

. ندبرد كار به زمين پوسته عمق تعيين در را ايجادشده
 از حاصل منظم گريد تشكيل با) 2013( همكاران و يونس
 و مطالعه مورد منطقهدر  EGM2008 ژئوپتانسيل مدل
 مدل ضرايب مشاهدات، مختصات سيستم كردن محلي
 سري به مشاهدات بسط با را گرانش ميدان محلي

يونس و . ندآورد دست به كروي كلاه هارمونيك
 .داد انجام رابطه اين در يديگر مطالعه )2015( همكاران

 و زميني يگرانش مشاهدات تلفيق با او اخير، مطالعه اين در
 با را محلي ژئوئيد ارتفاع ،اورتومتريك ارتفاع مشاهدات
. آورد دست به كروي كلاه هارمونيك روش از استفاده
 پايه توابع از استفاده با )2016( وثوقي و رزين غفاري

 در الكتروني چگالي سازي مدل كروي، كلاه هارمونيك
 با) 2017( نائيني رئوفيان و فيضي. ندداد انجام را يونسفر
 گرانشمشاهدات  Eigen 06c4 جهاني مدل از استفاده

 سازي شبيه ايران غرب شمال ي منطقه در راهوايي برداري 
 هارمونيك سازي مدل روش از استفاده با سپس. كردند
 راستاي در را محلي گرانش ميدان ،شده اصلاح كروي
 ،كنترل نقاط از استفاده با ً نهايتا و كردند سازي مدل شعاعي
  .دادند قرار بررسي مورد را محلي سازي مدل صحت

 نام به ديگري روش كروي كلاه هارمونيك روش كنار در

 Rectangular harmonic)مستطيلي  هارمونيك آناليز

analysis)  ميدان محلي سازي مدلجهت استفاده در 
 سازي مدل براي بار اولين روش اين. دارد وجود گرانش
 . اوشدارائه ) 1981(لردگ ا توسط مغناطيس ميدان

 مدل يك ايجاد توانايي روش اين كه داد نشان همچنين
 ابعاد با مناطق براي بالا رزولوشن با و مناسب بسيار طيفي

 توابع، بودن مثلثاتي دليل به همچنين. دارد را كوچك
 و پايدارتر بسيار بالاتر مرتبه و درجه در آن محاسبات
؛ 1985 ،(هينز داشت خواهد را تري سريع همگرايي
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 اي لبه خطاي روش، اين مشكلات از يكي) 1981 ،الردگ
 داراي پايه توابع از استفاده دليل به خطا اين .باشد ميزياد 

 پديده وقوع امكان خود نوبه به كه بوده زياد نوسانات
 هاي مدل جهت، همين به. دهد مي افزايش را گيبس
 همكاران و مالين .شد مطرح آن براي اي شده اصلاح

 خطي تركيب تصحيحي، هاي ترم برخي افزودن با) 1996(
 دقت تكنيك اين از استفاده با و نمودند ايجاد را جديدي
 ها لبه در هم و داخل در هم را مستطيلي هارمونيك روش

 گرانش مشاهدات از )2014( ژيانگ. دادند افزايش
 با گرانش ميدان محلي سازي مدل جهت شده سازي شبيه

 اين در .كرد استفاده مستطيلي هارمونيك روش از استفاده
 با تانزانيا منطقه در گرانش ميدان محلي سازي مدل مقاله،
 روش دو با و هوائي سنجي گراني مشاهدات از استفاده

 و گرفته قرار مدنظر مستطيلي و كروي كلاه هارمونيك
  .اند شده مقايسه يكديگر با روش دو نتايج

 
 كروي كلاه مختصات سيستم در لاپلاس ي معادله حل .2

، SCHA (Spherical Cap Harmonic Analysis) در روش
   بايد لاپلاس، جواب معادله عنوان به، Vتابع هارمونيك

    صدق كروي كلاه محدوده روي بر مرزي شرايط در
   شده داده نمايش 1شكل  در محدوده اين. كند
  سيستم مختصات زمين  z محور ،شكل مطابق. است

 محدوده لذا و گذرد يممرجع از مركز كلاهك كروي 
 ناحيه كروي مختصات سيستم در كروي كلاهك

( ), , ,oq l q pÎ ´é ù é ù
ë û ë û0 0  زاويه خواهد بود. 2
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 حالتي در. دهد كلاه كروي و منحني مرزي آن را نشان مي
 كلاه شكل به اي محدوده در مشاهداتي هاي داده كه

 معمول مرزي شرايط بر علاوه باشند، داشته قرار كروي
 بودن كراندار و بودن رگولار( لاپلاس معادله حل منظور به
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 مرزي مقادير براي لاپلاس معادله جواب اساس، اين بر
  شود مي بيان زير صورت به كروي كلاهك
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)در روابط فوق  , )q l  ها دادهعرض و طول جغرافيايي   
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   بين ارتباط همچنين است. SCHنسبت به سيستم 
 كلاه مختصات سيستم و محلي كارتزين مختصات سيستم
 ،(غفاري و وثوقي شود مي يانب زير صورت به كروي
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   ينزم ي كره متوسط شعاع Reفوق  ي رابطهدر 
  .باشد يم
  

  مطالعه ي عددي - 5
 محلي سازي مدل. 1- 5

   يبردار ييهوا سنجي گراني يها داده ،مطالعه نيا در
 محدوده با ايتانزان كشور در واقع يكوهستان منطقه در

4.9 ييايجغراف عرض 6.6f- <  ييايجغراف طول و ->
35.9 38.6l<   اين اطلاعات  .شود يماستفاده  >

به درخواست ) و Sander Geophysics(توسط شركت 
   منظور بهو وزارت معادن و انرژي كشور تانزانيا 

  در  اكتشاف معادن زيرزمينيجهت مأموريت انجام 
جهت مزيت مشاهدات ه ب .استتهيه شده  ،2013سال 

 سنجي گرانيبرداري نسبت به مشاهدات اسكالر در روش 
   ،جرميي  توده تعيين عمق درمخصوصاً  ،هوايي

  استفاده شده است  برداري يهواي گرانشاز مشاهدات 
شتاب  از تلفيق). اين مشاهدات 2001 ،(شوارز و همكاران

 دست بهدر سيستم مختصات ناوبري  GPS/INS حاصل
  .آيد مي

 نيكارتز مختصات ستميس در مطالعه مورد منطقه وسعت
 Y جهت در و لومتريك 223 با برابر X جهت در يمحل
   منطقه نكهيا بر علاوه .باشد يم لومتريك 267 با برابر
   آن كنار در ،باشد يم يكوهستان عوارض يدارا

 توان يم كه طوري به دارد قرار زين هموار و پست مناطق
 نيبنابرا .بود شاهد را يمتر متوسط 2000 ارتفاع اختلاف

 محسوس اريبس زينمنطقه  نيا در گرانش شتاب راتييتغ
 نهيكم اختلاف ،گرفته انجامطبق محاسبات  بر .بود خواهد

   در يزيچ ،موردمطالعه منطقه در گرانش شتاب نهيشيب و
 يپرواز يها مأموريت .باشد يم گال ميلي 250 حدود
   متوسط با و يپرواز خط 68 شامل گرفته صورت
 باشند يم WGS84 رفرانس يضويب از متر 1170 ارتفاع

   پرواز خط نيچند كنترل، جهت به علاوه به. )4(شكل 
  تا  گرفته صورت ياصل يپرواز وطخط بر عمود زين

 مشاهده 37951 مجموعاً. شودتأييد  صحت مشاهدات
   و است شده يآور جمع ييهوا گرانش شتاب يبردار
  . است شده استفاده ،موردنظر مطالعه در آنها همه باًيتقر
   نقطه عنوان به مشاهدات از عدد 100 مطالعه نيا در

 يا گونه به نقاط نيا عيتوز. است شده گرفته نظر در كنترل
 يبرخ و شده پراكنده داخل در نهاآ از يبخش كه است

 ليدل. است شده  عيتوز مطالعه مورد هقمنط هاي لبه در گريد
 آن سهيمقا و )edge-effect( يا لبه يخطا يبررس امر نيا
. باشد يم مطالعه مورد منطقه داخل در سازي مدل دقت با

داده دارد و در  يعبا نحوه توز يميخطا رابطه مستق اين
 ،دارد وجود مشاهداتي يها كه در تمام جهت داده يمناطق

عمل  تواند يم يخوب به و شده يداستفاده مق مدل مورد
 يا اطراف در كه مناطقي براي اما دهد انجام را سازي مدل

اطراف آن اطلاعات و مشاهدات وجود  محدوده از بخشي
 يخوب و به شود يم يشتريب يآزاد يمدل دارا ،ندارد

  .بر مشاهدات در آن منطقه برازش را انجام دهد تواند ينم
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 درجه و ها
جهت  راي

استفاده از  
 نهيبه هايه

 Kmaxرجه 
 نوساننده 
از مدل  صل

ذبه حاصل 
 يشعاع ي

5٫58
3٫35
12٫4
29٫3
3٫42
41٫8

0٫7
3٫2

 

                            

هاجهت تمام ي
بر ي كلاه كرو

با. شد يينتع 
درجهو  كرشده

با در گرانش دان
دهن نشان 8تا  6 
 X ،Y  وZ حاص
نوسان جاذ انگري
يدر راستا يو

100 

يداخل 83  

ايلبه 594  

يداخل 44  

ايلبه 304  

يداخل 271  

ايلبه 805  

100 

يداخل 7336  

  ايلبه 2507

 

   ...    دات برداري

براي مستطيلي ك
وشبا ر سازي

بهينه ي درجه 
ذك يسازي محل

ديم يمحل سازي
. شكلگرفت 

Xيها جهتراي 

يب 9و شكل  يلي
كلاه كر كي

  .باشد)گال ميي

90 

يخل 3٫3042
ايه 5٫3226
يخل 3٫0744
ايه 9٫264
يخل 4٫04

ايه 33٫042

 

90 

يخل 0٫977
 اي 3٫152

 .RHAوش 

 هارمونيك و مشاهد

هارمونيك روش
س مدل براي 10
عنوان به يشعاع
س مدل يها روش

س مدل عيين شده،
صورت صحيح
ترتيب بر بهجاذبه
يمستط كيهارمون

يز مدل هارمون
  .باشد ي

(دقت برحسب ميلي
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3٫1738 داخ
5٫9621 لبه
1٫3597 داخ
9٫8374 لبه
2٫5213 داخ
8٫5919 لبه

AS و نقاط كنترل. 
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0
ش
ر
تع
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يم
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 533                                           ...    سازي ميدان گرانش محلي با استفاده از توابع پايه هارمونيك و مشاهدات برداري مدل

 

  .گال)(دقت بر حسب ميلي RHAو  ASHA يها روشبهينه با استفاده از  maxKبا  يمحل سازي مدلشده از  حاصل يجنتا .3جدول

  جهت
Kmax 

ASHA-R RHA-Z RHA-Y  RHA-X 

 يداخل  يا لبه يداخل  ايلبه يداخل  يا لبه يداخل  يا لبه

80 8٫5919 2٫5718  8٫5919 2٫5213 9٫8374  1٫3597  5٫9621  3٫1738  

100  3٫2507 0٫7336 41٫805 3٫4271 29٫304  12٫144  3٫3594  5٫3226  
  

در  يا لبه يخطا ،است مشخص 3 جدول دركه  طور همان
در مخصوصاً  جهات تمام در مستطيلي هارمونيك مدل

در جهت  يكلاه كرو يكاز روش هارمون يشترب ،Zجهت 
 روش ،آمده دست به يجطبق نتا ين. همچنباشد مي يشعاع
نسبت به  يبهتر يجنتا يدارابازهم   يكروكلاه  يكهارمون

البته  .باشد يم مناطق داخليدر  يليمستط يكروش هارمون
نوساني بودن توابع پايه هارمونيك  توان ميدليل اين امر را 

ذكر كرد كه  كلاه كرويمستطيلي برخلاف هارمونيك 
تناسب ندارد اما همين اين ويژگي با ذات ميدان جاذبه 

ويژگي براي ميدان مغناطيس بسيار مطلوب بوده و نتايج 
  .)1981 ،(الردگ داشته است همراه بهخوبي 

  
  گيري يجهنت .6
براي  RHAو  ASHA دو روش ، قابليتقيتحق نيا در

 شدهبا يكديگر مقايسه  گرانشميدان  يمحل سازي مدل
 گرانش هايدادهاز بررسي دقت دو روش،  منظور بهاست. 
در  .استفاده شده است ايكشور تانزان بر روي يبردار ييهوا

سازي محلي، از هر دو روش، توابع پايه مناسب با موضعي
 ASHA. در روش شوند ميحل معادله لاپلاس حاصل 

 ي با مرزمرزمقدار  مسألهمعادله لاپلاس با در نظر گرفتن 
، معادله لاپلاس RHAبه شكل كلاه كروي، و در روش 

 ASHA. توابع پايه در روش شود ميبا مرز مسطح حل 
هاي كلاه كروي بوده كه بر حسب توابع پايه هارمونيك

حال  شوند ميلژاندر با درجه حقيقي و مرتبه صحيح بيان 
توابع پايه، ماهيت توابع مثلثاتي دارند  RHAآنكه در روش 

هاي متعامد د هر دو دسته توابع، تشكيل پايهبا اين وجو
  دهند. محلي مي

 سازي مدلدر  نهيبه ي درجه يافتن جهتدرجات مختلف 
 كهشد  يهر دو روش بررس يبرا گرانش دانيم يمحل

روش  يبرا 100 ي درجهو  RHA روش يبرا 80 ي درجه
ASHA  با محلي  سازي مدل هاي روش سپس ،شدانتخاب

طبق . نديكديگر مقايسه شد بهينه با Kmaxاستفاده از اين 
 ASHAاز روش  تر عيسر  RHAروش  ،شده حاصل جينتا

 اديز اريبس يا لبه يخطا دليل به يول شود ميهمگرا 
 ستيمطلوب ن سازي مدل جينتا )Z يمخصوصاً در راستا(

 ،. امااست اديز اريمربعات بس نيانگيجذر م يخطا ريو مقاد
 كه طوري بهدارد  يتر مناسب RMSE جينتا ASHAروش 

و هم  يا لبهاز نقاط كنترل  شده حاصل  RMSEريهم مقاد
  منطقهدر  شده پخشحاصل از نقاط كنترل   RMSEريمقاد

 .باشد يم RHAكمتر از روش  اريبس موردمطالعه
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Summary 
Many different methods for gravity field modelling have been investigated, among which, the 
harmonic expansion has been widely used due to harmonic nature of gravity potential field that 
satisfies Laplace equation in an empty space. This method, however, cannot reach to a high 
resolution in a gravity field, and suffers from omitting the high frequency gravity signals and 
therefore it is not appropriate for local gravity field modelling. To overcome this drawback and 
recover high frequency features of gravity field, appropriate basis functions with local support 
should be used. One of the methods for local gravity field modeling based on local harmonic 
function is spherical cap harmonic analysis. In this method, the Dirikhlet boundary value problem 
for Laplace equation is solved for boundary conditions on the surface of a spherical cap which 
results in Eigen expansion of the solution in terms of the associated Legendre function of non-
integer degree and integer order. Another method that can be used for local gravity field modeling 
is rectangular harmonic analysis. In this method, Laplace equation is solved in a local Cartesian 
coordinate system and boundary conditions are applied on a plane area which. In this approach, 
trigonometric functions are used as basis functions.  
In this study, the problem of local gravity field modeling based on both spherical cap, and 
rectangular harmonic expansion is investigated. Also, a numerical study is conducted to show the 
performance of each method for local gravity field modeling. To do so the observations of vector 
airborne gravimetry in the northwest of Tanzania in Highland region are used to derive the 
coefficients of each model. The low-frequency part of observed gravity field is removed from the 
data using EGM2008 geo-potential model, and the resulting residual gravity field is considered for 
local modelling. Since the governing equations for determination of the coefficients suffer from an 
ill-conditioning problem, it is necessary to apply some regularization schemes to find the optimum 
solution. Here, the Tikhonov regularization method is utilized to obtain the regular solution. In this 
study, the edge effect for each model is also analyzed. To show this effect, the results of models 
are compared with the observations of gravity at some control points distributed both within the 
study area and its margin. It should be noted that the maximum degree of expansion in harmonic 
series, plays an important role in appropriate fitting of local gravity field models to the gravity data 
and it has significant effects on the computational task of determining the coefficients of each 
model. For this purpose, local gravity field modelling is calculated with different value of 
maximum degree of expansion and then regarding to the result (accuracy of local gravity model by 
comparing with control points), appropriate value of maximum degree of expansion for each 
model is determined. 
Finally the results of two models are compared to each other to show the performance of each 
models in local gravity field modeling. The results of this study reveal that ASHA has the ability to 
model local gravity with accuracy of about 1 mGal, and RHA method in the best situation can just 
achieve to a 3 mGal accuracy, although the convergence rate in RHA model is faster than ASHA 
model. Also by comparing the edge effect on each models, it is seen that the edge effect in two 
models and in all directions occurred but in a Z direction of RHA model that are more significant 
than the other directions in two models and one may conclude that the edge effect of RHA are 
much larger than that of ASHA. Finally, the result obtained shows that ASHA model can have 
better results for local gravity modelling. 
 
Keywords: Local gravity field modeling, Adjusted spherical cap harmonic, rectangular harmonic 

analysis, airborne gravimetry. 
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