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)11/10/97، پذيرش نهايي: 9/12/96(دريافت:   

  

  چكيده
هاي وسيعي در مدلصورت ) ندارند، بهCFLلوي (-فردريكس-كورانت شرط بهلاگرانژي محدوديت پايداري هاي نيمهاز آنجا كه روش
شونده (مانند سرعت باد، رطوبت، حل كميتلاگرانژي، براي محاسبه روش نيمه هايصورتالب غدر . شوندميكار برده گردش كلي به

لاگرانژي توليد نوسان اضافي روش نيمهمشكلات مواجه در كاربرد است. از شبكه اي لازم نقاط در فاصله بين  يابي دروندما و جرم) 
شود: الف) كار گرفته ميهاي اضافي در مناطق با گراديان شديد بهمناطق با گراديان شديد است. دو رويكرد براي حذف نوساندر 

 يابي درونروش از پژوهش در اين  يكنوا. يابي درونهاي استفاده از روش سو، ب)روش با مرتبه بالا با روش پادجريانيك تركيب 
در فاصله بين  شوندهمقادير كميت حل يابي درونبا صافي مشتق براي  نايكنوا و يكنوا مكعبي هرميتهاي ايچندجملهگزينشي با 

دهد كه حل معادله فرارفت با روش مذكور نوسان اضافي در مناطق با گراديان شديد اي استفاده شده است. نتايج نشان ميشبكهنقاط 
 هايدر حل ميدانيكنواي هرميت  ياب درونبا استفاده از دم توليد مقادير منفي كند و ميزان ميرايي آن نيز ناچيز است. عايجاد نمي

  نتايج اين پژوهش است.ديگر رطوبت و جرم از ذاتاً نامنفي مانند 
  

 .، جرم، رطوبتاي هرميتچندجملهيكنوا، لاگرانژي، فرارفت، نيمه هاي كليدي: واژه
  

  مقدمه. 1
هاي حل عددي معادله ازمهم  هجنباين پژوهش بر دو 

رد تمركز دارد: الف) روش حل مثبت معين فرارفت و تراب
ايجاد يك حل مثبت از ميدان مثبت يا عدم  معناي به

 نامنفي ذاتاً ،ايگيري مقادير منفي از يك ميدان نرده شكل
اي كميت نرده شيب روند تغييراتمعناي حفظ و يكنوا به

لاگرانژي. بر اين مبنا، با در طي حل عددي، ب) روش نيمه
لاگرانژي مثبت يك روش نيمه ،م يكنواييواستفاده از مفه

شود. پيش از ارائه معين و يكنواي جديد توسعه داده مي
هاي ذاتاً يكنوا و نيز جزئيات، لازم است ابتدا روش

مصنوعي يكنوايي، مطرح شود و سپس  هاي توليد روش
لاگرانژي مورد بحث قرار كارگيري آنها در روش نيمه به

  گيرد.
مسائل حل در : هاي مثبت معين و يكنواروشالف) 

سو يك  فرارفت و ترابرد، طرحواره مرتبه اول پادجريان

عمده آن  ضعفدهد ولي روش مثبت معين ارائه مي
هاي مرتبه بالا براي  روشدنبال طرح هباست. شديد ميرايي 

براي اجتناب از ضعف ها حل معادلات حاكم بر شاره
 هاي مرتبه بالا هاي حاصل از اين روش نوسان، اشاره شده

ناچار مورد توجه نيز به به عنوان يك عامل محدود كننده
 سو ، كاربست روش پادجريانهاي مهم قرار گرفت. از ايده

هاي  محدود كردن شار روي سطح كنترلي در روشبراي 
هاي مرتبه بالا با  تركيب روش .مرتبه بالا است

ي موسوم به يهاهاي شار منجر به طرحواره محدودكننده
محدود كننده شار شود. تفكيك بالا ميهاي با طرحواره

تابعي است كه نحوه تركيب روش مرتبه بالا به با روش پاد 
توانند  مي ي حاصلها طرحواره. كند ميجريان را مشخص 

كه  نظرحي داخلي منطقه مورد را در نواايج قابل قبولي نت
شديد است، ايجاد كنند بدون اينكه  متغيرها گراديان
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ها  نوسانات ناخواسته شكل بگيرد. حداقل دقت اين روش
  ).2007واترسون و دكونينك، مرتبه دوم است (

رد با گذشته چندين روش تفكيك بالا مانند ترابدهه  در
، )FCT )Flux Corrected Transport تصحيح شار

 TVD )Total Variation وردش كل هكاهند

Diminishingنمودار متغير بهنجارشده ،( NVD 
)Normalised Variable Diagramنانوساني اً) و اساس 

ENO )Essentially Non-Oscillatory توسعه يافته است (
 TVDو  FCT  روش به دو). در اينجا 2015(دنر و واچم، 
  شود. ميپرداخته با تمركز بيشتر 

) مطرح 1973را اولين بار بوريس و بوك ( FCTروش 
) آن را توسعه داد. اين 1979كردند و سپس زالساك (

مرحله است. در مرحله اول، كميت  دو شامل روش
با يك روش مرتبه پايين محاسبه و در مرحله  ابندهيترابرد

با  روش مرتبه بالاتركيب شده از طريق دوم شار تصحيح
به كميت ، شده تعيينبا تابعي از پيش  سوروش پادجريان

شود. با توجه  عددي محاسبه شده در مرحله اول اضافه مي
سو چنانچه محدودكردن  به ميرايي زياد روش پادجريان

شار با دقت به انجام نرسد نتيجه حل از دقت پاييني 
 كميتميدان  ساختگيو دگرشكلي خواهد بود برخوردار 

ه از نتايج نامطلوب آن است. بلوسي و دورن شوندحل
ي را براي مؤثر، راه گزينشي اي) با معرفي طرحواره2008(

پيشنهاد كردند. روش پيشنهادي  FCTكاهش دقت روش 
هاي  روش ) مورد توجه محققان2008ِبلوسي و دورن (

) و حجم متناهي 2011لاگرانژي (هريس و همكاران،  نيمه
) قرار گرفته است. مدل 2013(گرماين و همكاران، 

براي مهار  FCTاز روش  WRFبيني منطقه محدود  پيش
هاي اضافي در مناطق با گراديان شديد استفاده  نوسان
  ).2005كند (اسكاماروك و همكاران،  مي

) معرفي كرد و 1983هارتن (را اولين بار  TVDروش 
هاي با تفكيك بالا كه مورد استقبال  تقريباً اغلب طرحواره

اند از اين روش براي محدود كردن شار و قرار گرفته
حل  فرآيندكنند. در اين روش  حذف نوسان استفاده مي

شود  جا ميسو جابه بين دو طرحواره مرتبه بالا و پادجريان

تا از ايجاد نوسان هاي اضافي جلوگيري شود. اين روش 
حفظ خاصيت چند مزيت دارد كه عبارتند از: الف) 

يكنوايي و عدم توليد نوسان در مناطق داراي گراديان 
ب) سادگي و كارايي مناسب و ج) شديد و ناپيوستگي، 

؛ 1977لير، حداقل دقت مرتبه دوم در نواحي هموار (ون
؛ كاداباجو و 1994دورف و ترومپر،  ؛ هاندس1984سوبي، 
) با 2005( فرينگر و همكاران). 2013 ،؛ دوبي2006كومر، 
سو را با روش لكس و  بندي مناسبي روش پادجريان فرمول

سادگي  از مزاياي آن) تركيب كرد كه 1960وندروف (
  نويسي است. برنامه

 FCTهاي هواشناسي عموماً از روش  در حال حاضر مدل
ها هاي ديناميك شاره ) و مدل2010، همكارانلي و (

براي مثبت معين كردن كميت  TVDعموماً از روش 
كنند (زنگ و همكاران،  اي مورد حل استفاده مي نرده

2015.(  
طور كلي دو روش اويلري و به: لاگرانژيروش نيمهب) 

ها مورد استفاده لاگرانژي در حل معادلات حاكم بر شاره
ر روش اويلري حركت ذرات شاره از گيرند. دقرار مي

شود، ارزيابي مي نسبت به آن ديد ناظر ساكن
مسير حركت ذره از ديد در روش لاگرانژي  كه صورتي در

شوند. در ذرات شاره مسيريابي و حل ميناظر همراه با 
روش لاگرانژي بعد از چند گام زماني، ذرات در بعضي 

ه و در بعضي ديگر از كردتجمع  هاي حوزهقسمت
اي وجود ندارد كه اين عامل موجب ذره هاي حوزهقسمت

شود. اطلاعات در نقاط داراي واگرايي مي رفتن دست از
اند كه لاگرانژي توسعه يافتههاي نيمهدليل روش همين به

متصل  ذرات بهمبنا بوده و در آنها مسيريابي محدود شبكه
لاگرانژي روش نيمه، ترتيب بدينشبكه است.  نقاط به

هاي اويلري و لاگرانژي است كه ذره تركيبي از روش
صورت لاگرانژي حل يك گام زماني بهطي فقط در 

  شود. مي
 محدوديت) 1982؛1981(روبر، لاگرانژي هاي نيمهروش

لوي موسوم -فردريكس-شرط پايداري كورانت ناشي از
) ندارند. پس با 1928(كورانت و همكاران،  CFLبه 
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توان گام بيني عددي ميهاي پيشاستفاده از آنها در مدل
دهد، زماني را تا حدي كه دقت مورد نياز اجازه مي

ويژه در لاگرانژي بههاي نيمهافزايش داد. اين مزيت روش
حائز اهميت است و  ويكرتمامنزديكي قطب در مسائل 

كاربرد وسيعي  هاي گردش كلي جودليل در مدل همين به
هاي گردش كلي معمولاً گام زماني چند اند. در مدليافته

شرط  نتر از حداكثر مقدار مجاز براي برآوردبرابر بزرگ
CFL دقت در اين دسته از  چونشود. در نظر گرفته مي
 هروشي براي حل معادل پس ،ها مورد توجه استمدل
شود كه هاي گردش كلي در نظر گرفته ميدر مدل ترابرد
 زماني بزرگ خطاي آن پذيرفتني باشد؛ روشهاي در گام
 اين روش دراز . استلاگرانژي داراي اين خاصيت نيمه

 مقياس (همرفت) از ميان جويهاي  مقياس طيف وسيعي از
است  شدههاي گردش كلي جو استفاده  تا مدل گرفته

در حال حاضر تعدادي از  ).1998 همكاران، وكيان (
هاي عملياتي از اين روش براي هسته ديناميكي  مدل

   ).2001كنند (تمپرتون و همكاران،  استفاده مي
لاگرانژي خاص طراحي شده نظر از الگوريتم نيمهصرف

) كه 1992در كار اسمولاركيويچ و پوديكيويچ (
فرارفت با سرعت ثابت  هرا با حال يك معادل يابي درون

هاي  روشاصلي  هدستدقت كند، جايگزين مي
بستگي دارد و  يابي درونروش  دقت بهلاگرانژي  نيمه

گذاري بندي و نام نيز طبقه يابي درونعموماً بر اساس روش 
 يابي درونهاي  از روش تعدادي بهشوند. در اينجا  مي

توان از  ترين حالت مي شود. در سادهاشاره مي پركاربردتر
مكاني خطي استفاده كرد كه داراي دقت  يابي درونروش 

. استفاده سو است مرتبه اول بوده و معادل با روش پادجريان
؛ 1373بالاتر كاملاً رايج است (آزادي،  ههاي مرتباز روش

الحجه و مشايخي، ؛ محب1382اصفهانيان و اشرفي، 
لاگرانژ مكعبي  يابي درونها، از جمله اين روش .)1383
توان را ميكاربست آن اي از آن است كه نمونهاي قطعه

) يافت. توليد مقادير 2009الحجه و دريچل (در كار محب
ي جرم و رطوبت از معايب عمده اين ها ميدانمنفي براي 

كننده شكل هاي حفظ دليل روش همين بهاست.  يابي درون

)shape preservingايجاد شده (ش ور) ويليامسون،  اند
هايي است كه يكنوا  كننده شكل شامل روش ). حفظ1990

(عدم توليد نوسان و مقادير بيشينه و كمينه ساختگي) و 
مثبت معين (عدم توليد مقادير منفي) هستند (داقرتي و 

هاي  روشديگر از در برخي  ).1989همكاران، 
كار اي بههرميت مكعبي قطعه يابي درون، لاگرانژي نيمه
 يابي دروندر  .)2007(مهرنبرگر و ويولارد،  ه استرفت

هرميت از مقدار كميت و مشتق مكاني اول آن در نقاط 
شود. اولين بار فريچ و  استفاده مي يابي درونشبكه براي 

يكنوا  يابي درونتوان  ) نشان دادند كه مي1980كارلسون (
هاي هرميت مكعبي انجام داد. مانند  ايرا با چندجمله

  هاي  ايده تركيب طرحواره TVDو  FCTاي ه روش
هاي مرتبه پايين در روش مرتبه بالا با طرحواره

 يكنوا لاگرانژي شبه لاگرانژي هم مطرح شد كه نيمه نيمه
QMSL )Quasi-Monotone Semi-Lagrangian ناميده (

). در 1993؛ پريستلي، 1992شوند (برميو و استنيفورت، مي
يكنوا مقادير بيشينه و كمينه گام  لاگرانژي شبه روش نيمه

-حل كميتمقدار شود و چنانچه  زماني بعدي تعيين مي

بيشتر شود، مقدار بيشينه و آن از مقدار بيشينه شونده 
كمتر از مقدار كمينه شونده حل كميتهمچنين اگر مقدار 

  . شود شود، مقدار كمينه منظور مي
عدم لاگرانژي  يكي از مشكلات رايج در روش نيمه

نظر در ميدان مورد ميرايي ذاتي براي  ناشي ازپايستاري 
 ناشي از ن ميرايي ذاتياياست.  محاسبات فرآيند
 يابي درون يافتن كميت در نقطهبراي  ، زيرااست يابي درون

نوعي در واقع  كه شوداستفاده مي اي مجاوراز نقاط شبكه
هاي  براي رفع اين مشكل، روش. استگيري ميانگين

هاي  لاگرانژي پايستار توسعه داده شده و در مدل نيمه
) و گردش كلي (روم 1998اقليمي (ويليامسون و اولسون، 

كار گرفته شده است. علاوه بر  ه) ب2007و همكاران، 
لاگرانژي  هاي نيمه ناپايستاري، مشكل ديگر در روش

مسيريابي ذرات است. در دسترس نبودن مقادير سرعت در 
زماني، مسيريابي دقيق ذرات را با چالش هاي  بين گام
اي ه كند. مسيريابي ذرات مخصوصاً در طرحوارهمواجه مي
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داراي لاگرانژي حجم متناهي) پايستار (نيمهلاگرانژي  نيمه
متناسب عملكرد طرحواره  دقتاهميت بيشتري است، زيرا 

سطح كنترلي در گام  توسطمساحت جاروب شده  اباست 
با الگوريتم تكرار از  ايمرحلهدو هاي زماني قبل. روش

(بخش  باشندتعيين مسير ذرات ميهاي مرسوم در  روش
زمان لحاظ  باولي در آنها نيز شتاب يا تغيير سرعت  ،)2

در فقط تا توان دوم مرحله دو در واقع در طي  .شود نمي
كه فقط  شود مينسبت به زمان در نظر گرفته بسط تيلور 

اي است. در نظر گرفتن شبكهشامل سرعت در فاصله بين 
توان سوم در بسط تيلور منجر به محاسبه شتاب در فاصله 

از توان دليل هزينه محاسباتي زياد هب ؛شوداي ميبين شبكه
 همين به .شود مينظر صرفمعمولاً سوم در بسط تيلور 

هايي كه حساسيت زيادي به مسيريابي دارند با  دليل روش
تر  هاي دقيق روشدر شوند.  خطاي زيادي مواجه مي

بالاتر مكان حتي توان سوم و در بسط تيلور  ،مسيريابي
). 2009(مكنهاور و همكاران،  گيردمورد محاسبه قرار مي

هاي دقيق مسيريابي و  است كه استفاده از روش ذكر بهلازم 
پايستاري جرم منجر به پيچيدگي زياد و افزايش حجم 

هاي  دليل در مدل همين بهشود.  محاسبات در سه بعد مي
مدل مركز  بيني وضع هوا مانندمعروف عملياتي پيش

) ECMWFمدت وضع هوا (بيني مياناروپايي پيش
 همراه بهلاگرانژي  همچنان از روش استاندارد نيمه

ها (مانند پايستاري و مسيريابي) استفاده  كننده تصحيح
  ).2004شود (هورتال،  مي

لاگرانژي، يعني ناپايستاري  هاي نيمه تر روشمشكل مهم
و  مدتبيني در كوتاه هاي پيش جرم در رفتار مدل

  هاي اقليمي مدت تأثير بزرگي ندارد و بيشتر در مدل ميان
شود،  بيني انجام مي زيادي پيش زمان مدتكه براي 

هاي پايستار نگاه داشتن جرم  اثرگذار است. از روش
جهاني جرم اشاره كرد. در هاي كنندهتصحيحتوان به  مي

ها مقدار جرم در گام زماني قبل و بعد مورد اين روش
يك  طيمحاسبه قرار گرفته و در صورت تغيير مقدار جرم 

ي )ها سلول( هااختهر كمي جرم به يگام زماني مقادير بسيا
شبكه اضافه يا كم شده و سپس مقدار كل جرم روي كره 

تواند در يك  گيرد. اين روش مي مورد محاسبه قرار مي
تكرار قرار گيرد تا نتيجه بهتري حاصل شود  فرآيند

  ).2013(ديامانتاكيس، 
لاگرانژي توسعه يك طرحواره نيمه تحقيق كنوني هدف از

حل براي  هرميت يابي درونبرمبناي  معين و يكنوامثبت 
معادله ترابرد رطوبت در روي كره است. عدم استفاده از 

هاي مثبت معين موجب ايجاد مقادير منفي در حل روش
شود. در بخش بعدي رطوبت ميهايي مانند كميتمعادله 

لاگرانژي ارائه و سپس شيوه مباني نظري روش نيمه
محدودكننده مشتق براي مثبت  همراه هبهرميت  يابي درون

  شود. معين شدن و حفظ يكنوايي بيان مي
  
  لاگرانژينيمه روشمباني نظري . 2

معادله فرارفت يك كميت فيزيكي يا چگالي آن
( , )t x  با ميدان سرعت( , )tu x توان چنين را مي
  نوشت:

)1(                                            ( ) ,s
t

 
  


u  

است. فرض  چاهمعرف جملات چشمه و  sكه در آن 
ناپذير و جملات چشمه و چاه صفر شود كه شاره تراكم مي

  باشد، يعني:

)2  (                         ( , ) 0 , 0.t s   u x  

  صورتبهتوان ) را مي1معادله (

)3         (                         D
0,

Dt t

  
   


u 

) 3شكل پايستار و معادله (در ) 1معادله ( بازنويسي كرد.
ي حل متفاوتي متناسب با ها روشاست.  شكل فرارفتيدر 

اند. براي مثال در روش حجم ها توسعه يافتهاين شكل
در  كه صورتي در ،شودمتناهي از شكل پايستار استفاده مي

پايستار و توان از هر دو شكل روش تفاضل متناهي مي
 معمولاًبهره برد ولي استفاده از شكل پايستار فرارفتي 

فرارفتي است. براي  شكل بهداراي مزاياي بيشتري نسبت 
لاگرانژي  شكل بهديگر  بار يك) 3معادله (وضوح، چنانچه 
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  صرف نوشته شود:

)4  (                                                             D
0,

Dt


  

شرايط اوليه  تعيين براي حل آن نياز به
0 0( , ) ( ( ) , )t t t x x گيري از است. با انتگرال
  آيد:دست مي) به4معادله (

)5  (                          
( , ) ( , )

0 ,

( , ) ( , ),

t t t

t

t t t

  


  

 


 

x x

x x




  

)6     (                         
( , ) ( , )

0 ,

( , ) ( , ) ,

t t t

t

t t t

  



  





 


 

x x

x x
  

 هزمان آينده معرف نقطاي در بين شبكه اينقطه xكه 
 هزمان حال معرف نقطاي در نقطه بين شبكه x، مقصد
رو در زمان (استنيفورس و ) شكل پس5است. رابطه (مبدأ 

رو در زمان (نير و ) پيش6رابطه ( ) و1991كوته، 
رو ) است. در اين پژوهش از شكل پس2003همكاران، 

) نشان 5شود. معادله ( براي حل معادله فرارفت استفاده مي
زمان آينده در نقطه دهد كه مقدار كميت عددي در مي

 زمان حالمعادل با مقدار كميت در  x هاي با مختصشبكه
لازم  xاست. براي تعيين نقطه  xهاي با مختصدر نقطه

  است معادله مسير 

)7          (                                                     d
,

dt


x u  
   هلحل شود. معاد

)8    (                                                  ,t x x u  

 ايمرحلهو يا دو ايمرحلهكي تصور بهتوان را مي
  )1987(تمپرتن و استنيفورت، 

)9    (                               
1 / 2( , ) ,m nt t  x x u x  

)با قرار دادن ) / 2m  x x x  مياني مختصه نقطه براي
در گام زماني 

1 / 2nt 
) با دو تكرار 8. معادله (حل كرد 

شود و داراي دقت مرتبه دوم در زمان است. براي حل مي
حل معادله مسير بر روي كره و غلبه بر مشكل قطب از 

دستگاه مختصات متصل به مركز كره كه براي سادگي 
شده، استفاده شده است (ريچي، شعاع آن يك گرفته 

الحجه و دريچل، محب؛ 2003، نير و همكاران، 1987
2009:(  

)10(                                             
c

c

c

cos cos ,

cos sin ,

sin .

x

y

z

 

 








  

) مقادير سرعت در مختصات 7براي حل معادله مسير (
  دكارتي متصل به مركز كره:

)11(                        
c

c

c

sin sin cos ,

cos sin sin ,

cos ,

u u v

v u v

w v

  

  



  

 


  

cosلازم است كه در آن  d / du t  و
d / dv t ترتيب طول مقادير سرعت در راستاي به

و هستند و عرض جغرافيايي 
cu ،

cv  و
cw  مقادير

در سه راستاي دستگاه مختصات دكارتي متصل به سرعت 
دست آوردن مقادير سرعت در مركز كره است. براي به

/1زمان  2nt   خطي يابي بروناز روش  

)12(        1/ 2 13 1
( , ) ( , ) ( , ),

2 2
n n nt t t  u x u x u x  

نيز براي  يابي برون هايشاستفاده شده است. البته ساير رو
ميدان سرعت قابل استفاده است ولي روش فوق نتايج 

با  ).1987دارد (تمپرتن و استنيفورس،  همراه بهبهتري را 
 حل مقادير

cx، cy  و
cw  و روابط متناظر 8رابطه (از (

  مختصات، با استفاده ازستاي ديگر براي دو را

)13(                                         
1

1

tg ( / ),

sin ( ),

c c

c

y x

z













  
 

  

را محاسبه كرد. پس از محاسبه  و توان مقاديرمي
در شبكه طول و عرض جغرافيايي لازم است مبدأ نقطه 

دست آيد. به يابي درونمقادير كميت ترابرديابنده از طريق 
 ياب درونهاي ايدر اينجا از چندجمله يابي درونبراي 

ها پس از محاسبه علاوه، مشتقشود. بههرميت استفاده مي
در مناطق با گراديان شديد كميت ترابرديابنده محدود 
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و iمقادير ن
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مي نشان )17( ه
مخرج ،يش يابد

كم جرم براين
بالا ژي   لاگرانمه
گر مدل در كه

رايب .شود حل
بع سه و دو به را 

  

و حمدي(م دهدن مي
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ب استفاده مورد ش
كردن محدود س
رنگ خاكستري ه

).1397، ران
لاگرانژ شكل ت،

                      

آيد. با انتگرالي
  ي معادله

                      

رابطه. آيدمي ت
افزاين آينده ما
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بعدييك يابي ن
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فيز                        

ي ناخواسته جلو
  

درجه سومميت
 )1980رلسون،

1(i if   ،ix
i ،f مقد
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1
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مورد ناحيه يكنوايي
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هاييجاد نوسانا
 نيز توليد نشود.

هرم ياب دروني 
شود (فريچ و كار

 ) /i if h

i،1 /i id  

 داده نقاط در
پايه توابع اساس 
H زير ترصو به
2(  

1
i

i

i

i
i
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f

h
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زي ترصو به يه

خاكستري، ناحيه .1

3( )ix x 

2 (i i ix x  
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شده تا از ا
مقادير منفي
اي چندجمله
ش تعريف مي

  

)14(  
  

كه
/i id 

 آن مشتق
بر توان مي

2H 3وH

2002، آلفي

)15(      

1 ,

پاي توابع كه
 شوند: مي

  

شكل

) ,if
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  نتايج و بحث. 3
 بحث مورد لاگرانژينيمه روش نظري مباني قبل بخش در
 عنوانبه در ناحيه يكنوا مشتق كردن محدود و گرفت قرار

 اين شد. در  مطرح حل فرآيند يكنواسازي براي ابزاري
 يابي درون از استفاده با لاگرانژينيمه روش ابتدا قسمت
 قرار بحث مورد آن از حاصل هاي نوسان و لاگرانژ

 علت به ايجادشده هاينوسان دادن نشان گيرد. هدف مي
و اينكه  است بالا مرتبه ياب درون ايچندجمله از استفاده

هاي حذف نوسان حل مناسبي براي هرا ،مرتبهافزايش 
 نيست. ايدهرناضافي حاصل از گراديان شديد كميت 

 را ايچندجمله مرتبه توانمي لاگرانژ هايايدرچندجمله
 دست درحل بالا هايمرتبه به و هكرد تنظيمي سادگ به

  .يافت
  
  بعدي با سرعت ثابتفرارفت يك. 1- 3

كميت فرارفت ، )4و خطي معادله ( بعديشكل يك براي
. روش گيرد ميمورد حل قرار ) عددي با سرعت ثابت

ثابت  دليل به) و 5(رابطه  روپس تصور به لاگرانژينيمه
مرحله اي انتخاب شده حل معادله مسير يكبودن سرعت، 

 يابي درونبراي  برايو ) 18(رابطه  است
) 1989(كاهانر و همكاران،  لاگرانژ هاي اي ازچندجمله

  :شود مي استفاده

)18(                                   

0

0

( ) ( ) ( ) ,
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 انتخاب مسأله نوع با متناسب هاايچندجمله اين درجه

يا مكعبي  ومدرجه س لاگرانژ ايچندجمله ولي شودمي
 از كندمي استفاده يابي درون براي نقطه چهار از هك

 دادن نشان منظور بهاست.  برخوردار بيشتري محبوبيت
 تابع تابع سينوسي و ساده آزمايش از روش اين عملكرد

جيانگ و و آزمايش  2تا  فراي صدوره بازه در ايپله
  :)1996شو (
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سرعت با ثانيه 5 مدت درتابع  كه است شده استفاده
2 /5بودن ساده به توجه . باشودمي باز اوليه مكان به 
 روش رعت) ازمكاني و زماني س تغيير (عدم آزمايش

  است. شده استفاده زمان در گاميتك لاگرانژينيمه
 لاگرانژ يابي درون با لاگرانژينيمه روشنتيجه كاربست 

 چهار نقطه) و 1440و نقطه 360( مكاني تفكيك ودر د
 ياب درون لاگرانژ اي چندجمله براي مختلف تواني درجه

-2(شكل نقطه 360مكاني تفكيك با سه درجهشامل 
-2(شكل نقطه 360مكاني تفكيك با پنج درجه الف)،
 ،ج)- 2(شكل نقطه 360مكاني تفكيك با هفت درجه ب)،
در  د)-2(شكل نقطه 1440مكاني تفكيك با 31 درجه
  شده است. ارائه 2شكل 

 تفكيك و 31 درجه با لاگرانژ ايچندجمله آزمايش
با استفاده  حتي كه دهدخوبي نشان ميبه نقطه 1440مكاني

 كاملاً مكاني تفكيك و بالا بسيار درجه با ايچندجملهاز
 در را اينرده كميت اضافي هاينوسان تواننمي هم ريز

 بردن بين از بنابرايند. كر حذف شديد گراديان با نواحي
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 متناسبشود دقت طرحواره طور كه مشاهده ميهمان
 استفاده شده در محاسبات ايچندجمله باتواناست 

 انتخاب با ).1ل جدو آخر ستونمقادير ذكر شده در (
 ترتيببهاي، براي چندجمله هفت و پنج سه،هاي درجه
لازم . شودمي حاصلم هفت وم پنج ،سوم دقت هايمرتبه

ذكر است كه در اينجا براي محاسبه دقت طرحواره از  به
  نرُم قدر مطلق استفاده شده است.

   ايچندجملهطور كه مشاهده شد، درجه همان
 لاگرانژييمهن وشر دقت مرتبه بر مستقيم اثر ياب درون

  يابي بر دقت  هر چند با افزايش مرتبه دروندارد. 
   در اضافي هاينوسانشود، ولي  روش افزوده مي

   بلكهكرد  برطرف تواننمي را شديد باگراديان مناطق
شود. مي تركوچك اضافيهاي نوسان موج طول تنها

، شود تلقي مسأله حل در بهبود تواندنمي حالت اين رخداد
هاي در كميت كوچك موج طول با هاينوسان زيرا

 لختي-گراني امواج گيريشكل به نجرديناميكي م
  . شودميساختگي 
 در اينرده كميت ازمقادير فقط لاگرانژهاي  اي چندجمله

در  دنكنمي استفاده يابي درونفرآيند  براي شبكه نقاط
فرآيند  براي هرميتهاي ايچندجملهكه صورتي
د. ندار نيزدر نقاط شبكه  كميت مشتق به نياز يابي درون
 نقطه هر در مشتق مقادير دنكر محدود يادادن  تغيير باپس 
 دليل همين بهكرد.  جلوگيري جواب نوسان از توانمي
 استفاده لاگرانژي،نيمه روش كردن معين مثبت براي

كار مناسبي  راه هرميت ياب درون هايايازچندجمله
  .)1980، كارلسون و (فريچباشد  مي

  
)sinتابع  بر رويلاگرانژي براي روش نيمهخطا نهايت و بي مربعي، قدر مطلق هايرمنُ .1جدول )y x  سه،  لاگرانژ درجه يابي درونبا  8/1و عدد كورانت

  .پنج، هفت
درجه چند 

  اي جمله
 رمنُدقت مرتبه

 قدر مطلق
 شبكه نقاط تعداد قدر مطلق نرم مربعي نرم نهايت بي نرم

3 0 1.71e-05 1.71e-05 1.71e-05 90 

3 3.000 2.14e-06 2.14e-06 2.14e-06 180 
3 2.998 6.33e-07 6.33e-07 6.33e-07 270 
3 3.001 2.67e-07 2.67e-07 2.67e-07 360 
3 3.015 1.37e-07 1.37e-07 1.37e-07 450 
3 2.980 7.92e-08 7.92e-08 7.92e-08 540 
5 0 1.71e-08 1.71e-08 1.71e-08 90 

5 5.00 5.35e-10 5.35e-10 5.35e-10 180 
5 5.00 7.04e-11 7.04e-11 7.04e-11 270 
5 5.00 1.67e-11 1.67e-11 1.67e-11 360 
5 4.98 5.51e-12 5.51e-12 5.51e-12 450 
5 5.00 2.21e-12 2.21e-12 2.21e-12 540 
7 0 1.66e-10 1.66e-10 1.66e-10 90 

7 7.04 1.26e-12 1.26e-12 1.26e-12 180 
7 7.13 7.08e-13 7.18e-13 6.99e-13 270 
7 - 2.81e-13 2.08e-13 2.08e-13 360 
7 - 2.02e-13 2.02e-13 1.25e-13 450 
7 - 0.26e-13 0.26e-13 0.26e-13 540 
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توان اتخاذ مييكنواسازي براي ي كه سازوكارترين ساده
ها مشتق اي،شبكهاست كه در هر بازه  صورت اينبه كرد 

d(ه در دو طرف باز ( )y i  وd ( +1)y i (شيب  مقداربر
مورد  iو iتابع بين اين دو نقطه تقسيم شده و مقادير

 و i هايمقدارمحدوده  .))15(ه رابط( گيردمحاسبه قرار
i  يكنوايي)  ه(ناحي ياب درونبراي يكنوا شدن تابع لازم

 و i اگر .رسم شده است با رنگ خاكستري 1در شكل 
i  نشان دهنده ، قرار گرفته باشنديكنوايي در ناحيه

است ولي چنانچه اين مقادير  هبودن تابع در اين باز يكنوا
 i قرار گيرند مقادير جديديكنوايي در خارج از ناحيه 

 أمبدقبلي و  i و i از تقاطع خط واصل بين i و
 اين با آيد. سپس مي دستبهبا مرز ناحيه يكنوا  مختصات
دوباره محاسبه  مشتق مقادير، i و i جديد مقادير

  .)1397، همكاران و حمدي(م شوند مي
 ايجاد يكنوا يابي درونيك گفته شده روش  هر چند

 زيرا نيست لاگرانژي مناسبنيمه حل براي ولي ،كند مي
 كه دنكنمي تغيير با هم بازه طرف دو در مشتق مقدار دو
 .شودميمجاور  دربازه مشتق دوباره تغيير به منجر امر اين

چند حتي دو يا  ،ممكن است مشتق در يك نقطه بنابراين
دقت از دست رفتن  حاصل آن كه شودتغيير  دستخوشبار 

براي اجتناب از  است. لاگرانژيروش نيمه مورد انتظار در
كار گرفته شده است هبگزينشي  يابي درون، چنين خطايي

يكنوايي وجود ناكه تغيير مشتق تنها در جايي كه طوري به
كه در گزينشي  يابي درونكارگيري هافتد. باتفاق مي ،دارد

مستلزم تغيير مشتق در دو طرف شود بيان مي تفصيل بهادامه 
است. ولي چنانچه اين عمل در دو  يابي درونبازه مورد 

خواهد  همراه بهگيرد ناپيوستگي مشتق را  انجامبازه متوالي 
 جاي به زه،در هر با يابي درونبراي  لازم است . پسداشت

نيز دو نقطه قبل و بعد  ،هباز ابتدا و انتهاي هنقطفقط دو 
مشتق انتخاب شده و روند محدود كردن  يابي درونبراي 

 يعني با استفاده از چهار نقطه .گيرد انجام كنواناحيه ي به
حاسبه م، مقادير جديد مشتق يابي درونحول نقطه مورد 

اين البته  .نشودناپيوسته اصلي  مشتق در نقاطتا شود مي
 شتقكليه مقادير مهمان ابتدا  ازكه امكان هم وجود دارد

با  پس .شته باشدقرار دايكنوا شبكه در ناحيه نقاط بر روي 
 لاگرانژينيمه روشبراي  كار راهدو توجه به مطالب فوق 

  رد. ب كار بهتوان  مي
اطراف در  نقطه چهار يابي درونبراي يكم  كار راهدر  - 1

 دروني، نقطه دو با فقط سپس وانتخاب مورد نظر نقطه هر 
  و تابع انجام نايكنوا هرميتي يابي درون

)20     (                                   int ( ) ( )
,

( 1) ( )

y i y j

y j y j





 
  

 مورد نقطهمعرف  i)،20شود. در رابطه ( محاسبه
نقاط  همان يعني اصلي، شبكه نقاطمعرف  j،يابي درون

 شده يابي درونمقدار  inty ،يابي درونمورد  هباز دو طرف
 .استاصلي نقاط شبكه داركميت در مق y، امiُ هدر نقط
يكنوا و در  يابي درون ،قرار گيرد [0,1] در بازه  اگر

(اگر  نايكنوا است يابي درون صورت اينغير 
int( 1) ( ) ( )y j y i y j  ، قرار  [0,1] در بازه

intولي اگر  ،گيردمي ( ) ( 1)y i y j ،  تر از بزرگ
intيك و اگر  ( ) ( )y i y j شود ، (منفي خواهد شد. 

وا رها شده و با يكننا يابي درونعمل  صورت ايندر 
)استفاده از  ) , ( 1)y j y j    1مشتق در نقطهj   و با

)استفاده  1), ( )y j y j   مشتق در نقطهj  در ناحيه
شود كه از اين عمل موجب مي .گيرندقرار مي نوايك

مقادير مشتق بر روي شبكه در ناحيه  ههماضافي  همحاسب
سپس كاهش يابد.  اتمحاسبيكنوا خودداري شده و حجم 

 محدود مشتق از استفاده با سوم هرميت مرتبه يابي درون
از يك هيچدر  چنانچه روش ايندر  .گيرد مي انجام شده
(افت و  شديد گراديان داراي ،نظر شبكه تابع مدهاي بازه

 مشتق د،باشن )اييا شباهت تابع به حالت تابع پلهخيز تابع 
  .يابدميكاهش ن حل در روند روش دقتو نكرده ر تغيي

مشتق با استفاده از  در مرحله اول ابتدا دوم كار راه در - 2
محاسبه شده و سپس بر روي تمامي  تفاضل متناهيروابط 
 شود.مشتق محدود شده براي يكنوايي محاسبه مي ،نقاط

فقط  و مشتقمقادير اوليه با ابتدا  يابي درون در مرحله دوم
 شود.مي انجامدود شده مشتق مح بايكنوا نشدن  درصورت
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محاسبه اضافي مشتق محدود شده در نواحي از اين عمل 
  د.كنميجلوگيري  ،يكنوا ذاتاً

يكنوا استفاده  يابي درونبراي  يكم كار راهاز در اين مقاله 
 ياب درون ايچندجملهي عملكرد ارزياب رايب .شده است
 موج عددي ونآزم لاگرانژي،نيمه روش در هرميت
است.  شدهكار برده به )1996و (ش و جيانگ تركيبي
 شده گرفته نظر در 8/1 با برابر عددكورانت ونآزم دراين
 كورانت اعداد درلاگرانژي ه نيمهطرحوار توانايي تا است
 كه داشت توجه بايد .قرارگيرد ونآزم مورد يك از بالاتر
 اضافي هاينوسان توليد دادن نشان هدف تنها اينجا در

 مدل يك در روش اين كارگيريهب و باشدمي آن وحذف
 (رابطه كره روي بر مسير معادله حل مستلزم كلي گردش

 ) و)9( (رابطه زمان در ايمرحله دو روش ) با)8(
 ساختاري لحاظ از تواندمي كه است بعد سه در يابي درون
 اين در باشد. هدف داشته حاضر مثال با زيادي هايتفاوت
 به ترنزديك شرايط در طرحواره آزمايش فقط قسمت
 از حاصل نتايج است ذكر به است. لازم واقعي شرايط
 مدل نهايت در و بعد سه به پذيرتعميم عديب يك ونآزم

  است.  كلي گردش
 شود استفادهالف ديده مي-3چنانچه در شكل 

) )15( (رابطه سوم مرتبه از معمولي هرميت  اي ازچندجمله
 با نواحي در اضافي هاي نوسان منجر به يابي درون براي

 اضافي، هاي نوسان حذف شود. براي مي شديد گراديان
 محمديدر  ارائه شدهروش  ) با15( رابطه مشتق هاي جمله

) قرار داده 1) در ناحيه يكنوا (شكل 1397و همكاران (
محدود كردن شود كه ديده مي .ب)- 3(شكل شده است

 يابي درون( يكم كار راهبا استفاده از  يكنواها به ناحيه مشتق
  .شودميهاي اضافي موجب از بين رفتن نوسان گزينشي)

با  سينوس ساده تابع يابي درون براي خطا هايرمنُ
 آورده 2ل جدو در مسو درجه رميتاي هچندجمله

 ،ايچندجمله مرتبه با متناسب، 2بنابر جدول است.  شده
 لاگرانژ يابي درون با مقايسه با سوم است. هدقت از مرتب

 يابي درونخطاي  كه شود مي ) ديده1(جدولسه  هدرج
است.  كمتر لاگرانژ يابي درون از مرتبه يك هرميت

 كه شودمي مشاهده تركيبي، موج با عددي درآزمايش
 يك به دقت مرتبه و يافته افزايش عددي خطاي هايرمنُ

 نشان وضوح بهامر  اين .)3است (جدول  كرده پيدا كاهش
اي درجه چندجمله برمبناي نظري دقت مرتبه كه دهدمي

 سينوسي موج مانند هموار هايميدان براي فقط ياب درون
 دقت مرتبه پيچيدههاي ميدان به تغيير با و است برقرار
 واقعي دقت مرتبه بين همواره طور كليو به يابدمي كاهش

) formal(يا صوري  نظريدقت  ويا مؤثر يك طرحواره 
 ).2007، دريچل و الحجه(محب دارد وجود اختلافآن 
ميان مرتبه دقت صوري و  طور كلي توجه به تفاوتبه

از  نظر صرف. لازم استمرتبه دقت مؤثر يك طرحواره 
خطي باشد يا غيرخطي، در نمايش گسسته  مسألهاينكه 

يك ميدان ناهموار مانند تابع جيانگ و شو مرتبه دقت 
يابد شدت نسبت به مرتبه دقت صوري كاهش ميمؤثر به

دورن،  293-292وع شود به صفحات جربراي تحليل (
نهايت قدر مطلق، مربعي و بي هايرمنُ 4 در جدول). 2010
تابع جيانگ و شو  برلاگرانژي روش نيمهكاربست  درخطا 

با  8/1و  18/0عدد كورانت  ترتيب دربه )1996(
يكنواي گزينشي آورده شده  مكعبيهرميت  يابي درون

شود كه مرتبه دقت براي هر دو عدد است. مشاهده مي
 يابي درونيكسان بوده و مرتبه دقت براي  تقريباًكورانت 

هرميت مكعبي گزينشي همواره بيشتر و نزديك به يك 
هرميت مكعبي  يابي درونبراي  كه صورتي دراست، 
از يك  ) دقت طرحواره در بعضي موارد به كمتر3(جدول 

 يابي دروننيز رسيده است. نرُم خطا و دقت طرحواره براي 
هرميت  يابي درونيكنوا نسبت به حل با  كاملاًهرميت 

دو برابر و نصف شده  تقريباً ترتيبمكعبي گزينشي به
است. اين نتيجه حاكي از عملكرد ضعيف طرحواره 

يكنوا  كاملاًهرميت مكعبي  يابي درونلاگرانژي با  نيمه
  ).5است (جدول 
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)sinتابع  ر رويلاگرانژي ببراي روش نيمهخطا نهايت و بي مربعي، قدر مطلق هايرمنُ .2جدول )y x  مكعبي.هرميت  يابي درونبا  8/1و عدد كورانت  
 شبكه نقاط تعداد قدر مطلق رمنُ مربعي رمنُ نهايتبي رمنُ قدر مطلق رمنُ براي دقت مرتبه

0.00 1.27e-06 1.27e-06 1.27e-06 90 

3.00 1.58e-07 1.58e-07 1.58e-07 180 

2.99 4.69e-08 4.69e-08 4.69e-08 270 

2.99 1.98e-08 1.98e-08 1.98e-08 360 

3.01 1.01e-08 1.01e-08 1.01e-08 450 

2.97 5.87e-09 5.87e-09 5.87e-09 540 
  

هرميت  يابي درونبا  8/1و عدد كورانت  )1996تابع جيانگ و شو ( برلاگرانژي روش نيمهكاربست براي خطا نهايت و بي مربعي، قدر مطلق هايرمنُ .3جدول
  مكعبي.

 شبكه نقاط تعداد قدر مطلق رمنُ مربعي رمنُ نهايتبي رمنُ قدر مطلق رمنُ براي دقت مرتبه

0 3.06e-01 1.48e-01 1.35e-01 90 

1.18 3.29e-01 1.04e-01 5.95e-02 180 

1.02 3.45e-01 8.71e-02 3.92e-02 270 

0.96 3.56e-01 7.72e-02 2.97e-02 360 

0.88 3.64e-01 7.08e-02 2.44e-02 450 

1.03 3.7e-01 6.55e-02 2.02e-02 540 
  

ي ايكنو مكعبيهرميت  يابي درونبا  )1996تابع جيانگ و شو ( برلاگرانژي روش نيمهكاربست براي خطا نهايت و بي مربعي، هاي قدر مطلقرمنُ .4جدول
  .گزينشي

  عدد كورانت
 براي دقت مرتبه

 قدر مطلق رمنُ
 شبكه نقاط تعداد قدر مطلق رمنُ مربعي رمنُ نهايتبي رمنُ

0.18  - 4.9e-01 3.05e-01 3.12e-0 90 

0.18 1.35 4.84e-01 1.76e-01 1.25e-01 180 

0.18 1.28 4.9e-01 1.36e-01 7.44e-02 270 

0.18 1.17 4.91e-01 1.17e-01 5.34e-02 360 

0.18 1.08 4.94e-01 1.06e-01 4.20e-02 450 

0.18 1.11 4.97e-01 9.74e-02 3.45e-02 540 

1.8  - 6.76e-01 1.83e-01 1.48e-01 90 

1.8 1.18 8.51e-01 1.23e-01 6.23e-02 180 

1.8 1.14 9.41e-01 1.01e-01 3.96e-02 270 

1.8 1.05 9.72e-01 8.94e-02 2.92e-02 360 

1.8 1.002 9.8e-01 8.15e-02 2.38e-02 450 

1.8 1.093 9.81e-01 7.52e-02 1.95e-02 540 
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هرميت  يابي ن

  انت

 

 

 

 

 

 (خط اوليه ان

                  ارفت  

درونبا  8/1 كورانت 

عدد كورا

0 

0.80

0.64

0.50

0.45

0.46

ميد .8/1 عددكورانت
 

كنوا براي معادله فرا

و عدد ك )1996شو (

 رمنُ براي دقت
 در مطلق

3.06e-0 

3.29e-0 

3.45e-0 

3.56e-0 

3.64e-0 

3.7e-0 

  

  
در عهرميت يكنوا ) 
 شود. رجوع متن ه

لاگرانژي يكوش نيمه

تابع جيانگ و ش بري

د مرتبه
قد
01

01

01

01

01

1

(ب)و هرميت الف)
به بيشتر توضيح براي

رو مكعبي در ساخت

لاگرانژيروش نيمه

نهايتبي رمنُ

2.72e-01

2.36e-01

2.24e-02

2.22e-02

2.20e-02

2.16e-02

  (الف)
  

  

(هاي ايا چندجمله
ب ).سياه هاي(دايره د

هاي هرميتايجمله

كاربستبراي خطا 

 ربعي

6.50 

8.61 

9.54 

9.79 

9.82 

9.83 

) با1996نگ و شو (
واحد شعاع با دايره ط

كاربست چندج

نهايتو بي مربعي،

مر رمنُ

0e-01

e-01

4e-01

9e-02

2e-02

e-02

در آزمون عددي جيا
محيط مسافت طي از 

،قدر مطلق هايرمنُ 
  .مكعبي يكنوا

 قدر مطلق رم

90 

180 

270 

360 

450 

540 

فرارفت د مسألهحل 
بعد حل ميدان پر)،

.5جدول

رنُ

  

ح .3شكل
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هاي خطا و رمعدي و محاسبه نُببر اساس آزمايش يك
لاگرانژي حواره نيمهشود كه طردقت طرحواره مشاهده مي

هرميت مكعبي يكنواي گزينشي نتيجه بهتري  يابي درونبا 
را نسبت به هر دو حالت هرميت مكعبي و هرميت مكعبي 

 دهد. يكنوا نشان مي كاملاً

  
 فرارفت دوبعدي روي كره. 2- 3

   معرفي طرحواره عديبيك ونآزم از پس 
   طرحواره و انجام رهكُ روي هاي آزمون شده،
 و نير 4و  1هاي وناست. آزم گرفته قرار ارزيابي مورد

، كه از اين پس به نام نير خوانده )2010( همكاران
 شده انتخاب كره روي بر طرحواره ارزيابي براي شوند، مي

 ونآزم براي تر پيچيده شرايط ايجاد منظور بهاست.  
در ) ترابرديابنده blobه (كساختار عرضي دو لَ طرحواره،

است.   داده شده تغيير عديدوب پله تابع ترصو به ونآزم
 ونآزم در و صفر ،2و 1ي ها ونآزم در سرعت واگرايي

 هالكه صحيح ترابرد برايكه  طوري به است صفرغير سوم
 واگرايي علت به هاياخته داخل جرم تغيير است لازم

 1 آزمونلكه در  .))17( شود (رابطه منظور سرعت
  تصور به

)21  ( max( , ) 1 cos( / )
2

i i i

h
h r t r r      

كه شود تعريف مي
max 1, 1 / 2h r  شعاع ترتيب به

)هستند، حباب و مقدار بيشينه  , )i ir r    بر فاصله
)دايره عظيمه بين هر نقطه روي  , )   و مركز حباب

( , )i i   رابطهبا  

)22(    
sin sin

( , ) arccos
cos cos cos( )

i

i

i i

r
 

 
   






 
  

  

اي است كه تمامي  ميدان اوليه داراي مقدار زمينهاست. 
. طول و عرض گيردميرا دربر  ها لكه جز بهنواحي كره 

1  ها مركز لكه 1( , ) (0, / 3)    و
2 2( , ) (0, / 3)     چنيناست. شرايط اوليه   

  

  
  شود:تعريف مي

)23   (    
1 1

2 2

( , )

( , ) ( , )

b c h r r

b c h r r

b otherwise

 

    

 

  







  

0.1bدر رابطه فوق    0.9وc   است. در اين
آزمايش مقدار زمينه غيرصفر در نظر گرفته شده تا براي 

باشد. ميدان دربرداشته  يتربيشحل معادله فرارفت چالش 
  :زير در نظر گرفته شده است تصور بهباد ناوگرا نيز 

)24 (                 
2

( , , )

sin ( / 2) sin(2 ) cos( / ),

u t

k t T

 

  

  
  

)25 (                  2

( , , )

sin( / 2) cos ( ) cos( / ).
2

v t

k
t T

 

  



  

) 2014( و همكاران ورِما مشابه روشدوبعدي  يابي درون
 نجامبعدي در راستاي مداري ايك يابي درون شش اما با
  .)4(شكل  شودمي
دقت مرتبه سوم براي  براي حصول بهحاضر  پژوهشدر 

هاي هرميت ايدر استفاده از چندجملههاي هموار، ميدان
. براي اين چهارم باشد تبهاز مر مكعبي لازم است مشتق
اي قبل تا النهاري از سه نقطه شبكهكار، در راستاي نصف

يابي  اي بعد از نقطه مورد نظر در درونسه نقطه شبكه
  شود.استفاده مي
هاي دوبعدي از دو دستگاه مختصات براي حل در آزمون

اده شده است: مختصات دكارتي متصل به مركز كره استف
) و مختصات طول 11و  10براي حل معادله مسير (روابط 
 1 عديبون دودر آزميابي.  و عرض جغرافيايي براي درون

يك جريان متغير با  لَكه تحتيك ) 2010(و همكاران  نير
ثانيه  5/2در و سپس گيرد ثانيه قرار مي 5/2مدت  زمان به
. با مقايسه )5(شكل  شود بازميجاي اولش  مجدداً بهبعدي 

توان ثانيه با شرايط اوليه مي 5پس از  شده نتيجه لكه حل
از  ون ابتدابراي اين آزم كرد.خطا را محاسبه  مقدار
   ج) و ب و ،الف هايشكلمكعبي (لاگرانژ  يابي درون
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نند آزمون 
نوا كمتر از 

شينه كميت 
قرار گرفته 
ن ناخواسته 

 نير 2 ونزم
ذكر  لازم به

سان است و 
وابسته به ه 

اندازه  كه به

  
-چين آبيقطه

 و (وِرما شود

  يت
2.8  

4.4  

0  
0  
0  
0  

                  ارفت  

ن آزمون نيز مان
يابي هرميت يكن

شتند و ميزان بيش
ق حبابر محيط 

در توليد نوسانر
آزعرضي لكه در
لا دي تكرار شد.

ع مكاني باد يكس
داري يك جمله

شود لكعث مي
  ).8خد (شكل 

(نق محورافقي راستاي
شاجرا مي چين قرمز)

نهاينرُم بي
86×10-2

46×10-2

0.135

0.170

0.573

0.634

كنوا براي معادله فرا

خطا در ايناي 
ي درون رم مربعي
  .ژ است
داش راوحالت هم

 و كمينه آن در
ترپيچيدهآزمون 
، ساختار عشديد

عدد و آزمايش 
توزيع 4و  2هاي 

به ميدان باد مد 4
ه است كه باع

دور كره بچرخ ه

ر در بعدييك يابي ن
چ(نقطه قائم محور ي

  مربعينُرم 
1.90×10-2  

2.01×10-2  

8.89×10-2  

7.06×10-2  

0.232  
0.206  

لاگرانژي يكوش نيمه

هامرنُ ).6شكل
نرُ فقطبلي است

يابي لاگرانژ رون
ح ونآزم ين دو
در مركز ايرده
آ. براي ايجاد ود

ش هاير گراديان
تبديل پله ه تابع

هونست در آزم
4نها در آزمون 

زمان اضافه شده
دور كامل، به ك

درون چهار ابتدا نظم.
راستاي در يابي درون

   مون دوبعدي.

  مطلق
8.19 2

5.15 2

3.63 2

2.07  2

0. 

0.  

رو مكعبي در ساخت

. از
  قائل
 كه
ست.
اران

 يابي
سيده
برابر
ل در
جا به

 رخد

(ش
قب
د
اي
نر
بو
د
به
اس
تن
ز

يك

 
قع در درون شبكه من

يكپس از آن  و ي)

هاي خطا در آزمنُرم 

قدرنُرم
9×10-3

5×10-3

3×10-2

7×10-2

204

  146

هاي هرميتايجمله

است ستفاده شده
ن اين دو نتيجه ق

توان دريافتمي
حدودي بهتر اس
مقاله نير و همكا

ي در درون ×8.19
يكنوا رس رميت
دو ب نهايتم بي

ه بر تغيير شكل
مداري نيز جاب

چركره ميدور 

يت در نقطه قرمز واقع
 (نقاط با ضربدر آبي

.6جدول

  انژ
  گزينشي

  انژ
  گزينشي

  لاگرانژ يابي
هرميت گزينشي

كاربست چندج

رميت يكنوا است
تفاوت زيادي بين

م) 6جدول خطا (
ميت يكنوا تا ح
راساس پيوست م

  .ست
3-10×ق خطا از

يابي هر در درون
 يكسان ولي نُرم

علاوه لكهير ن 4
در راستاي م

دور به يكثانيه

راي يافتن مقدار كميت
قاط با طول يكسان

 آزمون
لاگر يابي درونبا

هرميت گ يابي ون
لاگر يابي درونبا

هرميت گ يابي ون
ي درون تابع پله با

يابي درون پله با

يابي هر درونز 
توان تف ري نميص

رم خنُ ي براساس
يابي هرم دروند 

 دوبعدي خطا بر
محاسبه شده اس 

نرُم قدر مطلقال 
د 3-10×5.15 به 

رم مربعي تقريباً
 ونآزم. در ت
النهارينصف 

ث 5 و در مدت 

يابي دوبعدي بر درون
براي يافتن نق رنگ)

  .)2014، همكاران

نير ب 1
درونير با  2

نير ب 4
درونير با  4

صورتنير به 2
صورت تابعر به

سپس از
لحاظ بص
شد ولي
عملكرد

هاينُرم
)2010(

براي مثا
لاگرانژ
، نُراست

شده است
راستاي

شود مي
  

د .4شكل

  

نير 2
  



 

  

  

 يابي رون

  

  

ف تا ج)، 

درهاري (الف تا ج)، 

النهاري (الف و نصف

  )ب(

  )د(

النهمداري و نصف ي

  )ب(

  )د(

راستاي مداريدو ر 

 1398 بهار

  
راستايدو نقطه در  2

  (ج و د).

  
نقطه در 256در  256

  ج و د).

،1، شماره 45دوره

 

256در  256 با شبكه
ثانيه (ج 5 وثانيه (ب)

6 با لاگرانژ در شبكه
ثانيه (ج 5 وانيه (ب)

زيك زمين و فضا، د

 

لاگرانژ در ش يابي ون
ث 5/2 جواب در ،ف)

 

 

اي لاچندجمله يابي ن
ثا 5/2در جواب ف)،

فيز                        

  (الف)

 )ج(

درو) با روش 2010(
(د). حالت اوليه (الف 

 (الف)

 )ج(

درو) با روش 2010
(د). حالت اوليه (الف

                           

)

نير و همكاران ( 1ن 
ي گزينشيت يكنوا

)

نير و همكاران ( 4ن 
هرميت يكنوا ( يابي ن

122              

  

آزمون .5شكل
هرميت

  

آزمون .6شكل
درون
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يابد. ش مي
، گام ينشي

ثانيه  005/0
ثانيه  5ت 

داده زايش 
 يابي درون 

 است كه 
الف). با -8

غيير شكل 
ن است كه 

يابي   درون

   د).

                  ارفت  

ن خطا نيز افزايش
گزي يابي درون 

5ثانيه به  025/0
در مدت يابي ن

بار افز 1000 به 
.شده است داده

اياي ناخواسته
8اند (شكل ته

 شبكه شاهد تغ
ب) و روشن-8

طرحواره همان 

  

  

هرميت يكنوا (ج و د 

كنوا براي معادله فرا

نسبت ميزان همان
لكرد طرحواره

5لاگرانژي از ه
دروتعداد  جه

بار 200از ددي 
نشان د 8شكل 

هاايجاد نوسان 
ل را دربرگرفت
 در تمام نقاط
8هستيم (شكل 
سب براي حل،

 ج).-8شكل 

)ب(

)د(

  
وگرانژ (الف و ب) 

لاگرانژي يكوش نيمه

هم بهفزايش يابد، 
عملمطالعه راي

زماني روش نيمه
و درنتيجكاهش
گيري عدنتگرال

. نتيجه در ششد
لاگرانژ منجر به

مامي ناحيه حل
يابي يكنوا رون

كميت فرارفتي ه
نها انتخاب مناس
گزينشي است (ش

لاگ يابي درونبا واب

رو مكعبي در ساخت

   ايه
  مينه

  ولي 
  مينه
   كه ي

  ميت
گرانژ
تغيير
يجاد

ست.
نژي

اف
بر
ز
ك
انت
ش
لا
تم
د
ك
تن
گ

 

 

است. جو شده ر داده

هاي هرميتايجمله

نردمينه كميت
بيشينه و كمت

است  نكرده
در كم كاهشد
حالي در. شودي

هرم يابي درون
لاگ يابي درون 

ت لكهن درون
ايج حلر ناحيه

اس يابي درون ت
لاگراننيمه مسأله

تغييربه تابع پله ي آن

كاربست چندج

ر بيشينه و كمي
صورت همان به
و تغييري ده

درصد 15حدود
ميه مشاهده

د با رديابنده
است، بااوليه 
ميدانو  عددي

ضافي در سراسر

دفعاتي تعداد
مبراي  يابي رون

 (الف)

 )ج(

ساختار عرضينير كه

مقادير ون آزم
هرميت يابي ن

انداوليه باقي م
ح لاگرانژ يابي ن

يشينهبيش در 
ترابر ميدان 

 شبيه به ميدان
كميت فضايي 

اض هايفهنو  و
.  

ائز اهميت بعدي
د اجراي تعداد 

ن 2آزمون  .7شكل

در اين
درونبا 

ميدان ا
درونبا 

و افزاي
الگوي
كماكان
الگوي

كند مي
شود. مي

نكته حا
چنانچه

  

  

  
  
  



 

  .شي

  

  

  

گزينشهرميت ا، (ج) 

  
) هرميت كاملاً يكنوا

 1398 بهار

(الف) لاگرانژ، (ب) 

،1، شماره 45 دوره

  (الف)
  

  )ب(
  

  )ج(

  

مكعبي يابي درون با

يزيك زمين و فضا،

ثانيه 005/0م زماني

فيز                        

نير با گا 2ي آزمون

                           

برالاگرانژي حل نيمه

)الف( (ب) )ج(   

124              

  

ح .8شكل
  
  



  125                              لاگرانژي يكنوا براي معادله فرارفت  روش نيمههاي هرميت مكعبي در ساخت ايكاربست چندجمله

 

  گيرينتيجه. 4
محدوديت شرط  نداشتن دليل بهلاگرانژي  هاي نيمه روش

هاي  )، در مدلCFLلوي (-فردريكس-پايداري كورانت
كاربرد وسيعي دارند. دو نكته اساسي در  جوگردش كلي 

در  يابي درونلاگرانژي مسيريابي ذرات و هاي نيمهروش
هاي دقيق اي است و چنانچه از طرحوارهشبكهنقاط درون

توان انتظار براي حل اين دو قسمت استفاده شود مي
گرانژي در حل لاعملكرد خوبي را از طرحواره نيمه

  معادلات جو داشت.
هرچند موجب  ياب دروناي درجه چندجملهبالابردن 

شود ولي توليد نوسان حصول مرتبه دقت بالاتر مي
از  ترابرديابندهناخواسته در مناطق با گراديان شديد كميت 

 يقاز طرهاي اضافي معايب آن است. از بين بردن نوسان
موجب  گيرد كه عموماًمي انجامهاي متنوعي روش

افزايش هزينه محاسباتي و كاهش دقت طرحواره 
  . دنشو مي

  لاگرانژي با دو روش در اين پژوهش روش نيمه
  كار برده بهيكنوا و هرميت يكنوا نالاگرانژ  يابي درون
  دليل عملكرد ههاي لاگرانژ باياست. چندجمله شده

  بالا در افزايش سرعت برنامه مورد توجه محققان 
  يكنوايي و توليد نوسان ناولي  ،قرار گرفته است

  از  شوندهعددي حلهاي شديد كميت در گراديان
  در ابتدا نشان  تحقيقاين روش است. در اين  معايب
 هايايلاگرانژي با چندجملهكه حل نيمه شودميداده 

گراديان  لاگرانژ منجر به توليد نوسان اضافي در نواحي با
  هاي نوسان همچنين .شودمي شوندهمتغير حلشديد 

افزايش  با حل معادلات فرآيندي ايجاد شده طي اضاف
   شدنيبرطرف ياب درون هايايجملهدرجه چند

هاي ايجاد شده كاهش نوسان موج طولتنها  بلكهنيست 
از آزمايش افزايش درجه  يابد. نتايج حاصلمي

كه حذف  دهدمينشان  ياب درون هاياي چندجمله
اي چندجمله مند استفاده ازهاي اضافي نيازنوسان
  است  آنز اهميت ئ. نكته حااستيكنوا  ياب درون

  طور نيز به هرميت ياب درونهاي ايكه چندجمله

  ذاتي يكنوا نيستند بلكه با تغيير مشتق در نقاط شبكه و 
  يكنوا  يابي درونقرار دادن مشتق در ناحيه يكنوا، 

   يابي درونمشتق در  مقدار شود. تغييرحاصل مي
  ممكن گرانژي لانيمه روش به حل فرآيندطي يكنوا 
  تحميل  مسأله هايجواببر  بزرگيخطاي است 

هاي توسط روش بار يكفقط براي  يابي درونهرچند د. كن
  بخش است ولي يكنوا منجر به نتيجه رضايت

در يكنوا  ياب درون هاياياستفاده متوالي از چندجمله
ملاحظه  قابلمحاسباتي  هاي، خطالاگرانژينيمه روش

  كند. ايجاد مي
  و عدم  جوابدقت در  الاترينب ندست آوردبراي به

 يابي درون فناز طي محاسبات، توليد نوسان اضافي 
 يابي درونابتدا  فن. در اين شودمياستفاده  گزينشي

   ،هرميت است يابي درونهمان  جاكه در اين ،يكنوانا
  در صورت  .دشوانجام و سپس تابع شيب محاسبه مي

  دهنده عدم سازگاري منفي شدن تابع شيب (نشان
   هشيب كميت در نقاط شبكبا  يابي درونشيب 
  يكنوا  يابي درونيكنوا رها شده و نا يابي درون) اصلي

  با  گيرد.مي انجامبا محدود كردن مشتق به ناحيه يكنوا 
توان خطاي ناشي از تغيير مشتق را به حداقل مي فناين 

  رساند.
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Summary 
Semi-Lagrangian methods have been widely applied in general circulation models of the 
atmosphere as they do not suffer from a Courant–Fredericks–Levy (CFL) constraint for 
computational stability. Ease of application, high accuracy and speed of execution in general 
circulation models are other reasons for the popularity of semi-Lagrangian methods. Two 
fundamenta lissues in semi-Lagrangian methods are related to the trajectory computation and 
interpolation from the regular grid to departure points. If sufficiently accurate schemes are used to 
solve for trajectories with interpolations, one can expect good performance from the semi-
Lagrangian scheme in solving the equations of motion of the atmosphere. Two general methods of 
solving the trajectory equation are the forward and backward methods. Most semi-Lagrangian 
methods use backward-trajectory schemes for estimating positions of the air parcels that arrive at 
the grid points in the future time step. Solving the trajectory equation is carried out by iteration. In 
the research reported, two iterations are used for trajectory computation. The fundamental 
difference between the forward and backward trajectory scheme rests in the calculation of 
advective quantity at the departure and destination points. While in the backward solution 
procedure, it is necessary to make interpolation from the regular grid to departure points; in the 
forward scheme, it is necessary to make interpolation from the irregular grid of destination points 
to the regular grid. 
The usually used interpolation methods in the semi-Lagrangian method include piecewise cubic 
Lagrange and Hermite, cascades, and monotone Hermite. Increasing the degree of polynomial 
interpolation leads to a higher degree of formal accuracy, but it leads to the generation of unwanted 
oscillation in regions with severe gradients of the transported quantities. Eliminating the unwanted 
oscillations is done through a variety of methods which generally increase the computational cost 
and reduce the accuracy of the scheme. To address the issue, in this research, a new selective 
monotone semi-Lagrangian method is developed and tested along with two standard methods 
based on the Lagrange and Hermite interpolations. 
The Lagrange polynomials have been considered by researchers for the high speed of computation 
in operational models. The fictitious oscillations produced at the edges of sharp gradients of the 
advected quantities are the main shortcoming of this method. The fictitious oscillations cannot be 
eliminated by increasing the degree of interpolation polynomials, which can only lead to a 
reduction in the wavelength of the oscillations. The results presented on increasing the degree of 
interpolation polynomials clearly show that the removal of the fictitious oscillations requires the 
use of monotone polynomials for interpolation. It is important to note that the Hermite 
interpolation polynomials are not inherently monotone. To make them monotone, one needs to 
manipulate the derivatives at the grid points appropriately. This process, however, may lead to a 
substantial deteriration of accuracy. For this reason, in this paper, a selective interpolation method 
is desined to obtain the best accuracy in solution of the advection equation, while preserving 
monotnonicity and removing the issue with the fictitious oscillations. 
In the selective method, first the interpolation is done by the non-monotonic cubic Hermite and 
then a properly designed slope function is calculated at each grid interval. If the slope function 
takes values outside the range[0,1] , it indicates that a fictitious oscillation has occurred in the 

interpolantion. To remove the oscillation, the non-monotone interpolation is abandoned and the 
monotone interpolation is performed by limiting the derivative to the monotone region. This 
technique can minimize the error caused by the changes in the derivatives. Results are shown to 
demonstrate the working and superiority of the seclective montone scheme. 
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