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  چكيده
در اين راستا . است محيطي در دنياي امروزتترين مشكلات زيسيكي از مهمسطحي و زيرزميني  هايانتشار آلودگي در منابع آب

هاي سنجي حلانتقال آلاينده و صحت فرايندانتقال آلودگي، تخمين پارامترهاي  مسألههاي تحليلي نقش مهمي در درك بهتر حل
  ازاي  بهازاي شرط اوليه كلي و نيز  بهكنند. در اين تحقيق حل تحليلي معادله انتقال آلودگي در حالت دو بعدي عددي ايفا مي

  با استفاده از تكنيك تبديل  مجاري روبازاي با الگوهاي زماني دلخواه در دامنه محدود در ينده نقطهآلا فعال منابع
  ارزيابي عملكرد حل تحليلي استخراج شده، نتايج حاصله از حل تحليلي پيشنهادي  منظور به آمده است. دست بهيافته  تعميمانتگرالي 

 صورت بهبا حل تحليلي با استفاده از روش تابع گرين در قالب دو مثال فرضي مجزا مقايسه شد. در مثال فرضي اول، شرط اوليه 
  با الگوي زماني  اي فعالنقطه منبع آلايندهيك  صورت بهتخليه ناگهاني جرم ماده خشك در يك نقطه معين و عبارت منبع 

   منبع آلايندهدو  صورت بهشرط اوليه مشابه با مثال اول و عبارت منبع ته شد. در مثال دوم، يك تابع نمايي در نظر گرف صورت به
انطباق حل تحليلي پيشنهادي با حل با الگوهاي زماني نامنظم لحاظ شد. كانتورهاي غلظت حاصله در هر دو مثال،  اي فعالنقطه

 نسبيو ميانگين خطاي  (R2) همبستگيهاي آماري ضريب شاخص نهمچنيدهد. ميرا نشان روش تابع گرين از تحليلي با استفاده 
)MRE ،Mean Relative Error(  گزارش عملكرد مطلوب حل تحليلي پيشنهادي را آمد كه  دست بهدرصد  5/0از  كمترنيز

زماني دلخواه را دارا بوده و منابع آلاينده متعدد با الگوهاي شرط اوليه دلخواه و نيز . حل تحليلي پيشنهادي قابليت اتخاذ دهد مي
  هاي عددي مورد استفاده قرار گيرد.سنجي حلحل مبنا در صحتيك راه عنوان بهتواند  مي

  

يافته،  تعميماي، الگوهاي زماني دلخواه، روش تبديل انتگرالي معادله انتقال آلودگي، شرط اوليه، منابع آلاينده نقطه :هاي كليدي واژه
  .دامنه محدود

 

  مقدمه .1
  هاياز آب منابع آبي موجود در سطح زمين عمدتاً

  زميني تشكيل شده است. اين منابع سطحي و زير 
  اي از در معرض آلودگي توسط طيف گسترده

  ه بيني نحومنظور پيشمنابع آلاينده قرار دارند. به
مجاري مكاني غلظت مواد آلاينده در  توزيع زماني و

  بايستي معادلات ديفرانسيل جريان و انتقال  روباز
حل شوند. حل اين معادلات تحت شرايطي كه فرضيات 

تحليلي  صورت بهساده كننده در معادلات اعمال شود 
هاي تحليلي ابزارهاي بسيار با پذير خواهد بود. مدلامكان
هاي عددي، تعيين سنجي مدلصحت منظور به ارزشي

تر از انتقال آلاينده، درك روشن فرايندبر  مؤثرپارامترهاي 

انتقال املاح در ه و بررسي دقيق نحو مسألهشرايط فيزيكي 
 دليل بهمحيط متخلخل و يا جريانات سطحي هستند. اما 

پيچيدگي رفتار واقعي يك سيستم در طبيعت و ورود 
دخيل هستند،  لهمسأپارامترهاي بسيار زيادي كه در حل 

حل تحليلي بسيار پيچيده و دشوار است. ارائه يك راه
هاي تحليلي معادلات ديفرانسيل مورد توجه  حل راه

هاي مهندسي از جمله انتقال جرم، انتقال  بسياري از زمينه
ها در هوا، خاك و آب  و نيز پراكندگي آلاينده گرما

است. 
 

  
  ، مجاري روبازمعادله حاكم بر انتقال آلودگي در 

، ADRE( واكنش -پراكندگي -جاييمعادله جابه
 m.mazaheri@modares.ac.ir                                                                                                 نگارنده رابط:                    *
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Advection-Dispersion-Reaction Equation (  
  در حالت دو بعدي  ADREفرم كلي معادله . دباشمي

  كه آلاينده در معرض سه و غيرماندگار، با فرض آن
  جايي، پراكندگي و واكنش قرار دارد و جابهه پديد

(چپرا،  است 1رابطه  صورت بهبا لحاظ عبارت منبع 
1997(:  

)1     (
(

( ,

( ) ( ) )

, )

x

y

hc huc hvc chD
t x y x x

chD
y

khc h
y

x y t

          


 

     
  
  

  

  هاي مكاني مؤلفه yو  xزمان،  tكه در رابطه فوق 
هاي مؤلفه ترتيببه vو  uدر امتداد طول و عرض كانال، 

)سرعت در جهت طولي و عرضي  / )m s ،xD  وyD 
)2ترتيب ضريب پراكندگي طولي به / )m s ، k ثابت  

)1نرخ واكنش  )s ،h  عمق جريان(m) و ( , , )c c x y t 

)3تابع غلظت  / )kg m  و( , y, )x t  عبارت از  
  باشد.مي )Sink( يا چاهك )Source( چشمه

  هاي متفاوتي براي حل تحليلي معادله تاكنون روش
ترين انتقال آلودگي توسط محققين اتخاذ شده كه از مهم

 GFM ،Green’s( توان به روش تابع گرينآن مي

Function Method(، هاي انتگراليروش تبديل   
)ITT ،Integral Transform Technique(  و روش  

 GITT ،Generalized( يافته تعميمتبديل انتگرالي 

Integral Transform Technique( ليا. آرال و اشاره كرد 
  ) حل تحليلي صورت دو بعدي معادله آلودگي 1996(

  در و پيوسته  ناگهاني صورت بهعبارت منبع ازاي  بهرا 
   استفاده ازبا  ،دامنه نامحدود در محيط متخلخل

  شرط اوليه  آنهاآوردند.  دست بهنهي اصل برهم
  اي با جرم مشخص و نقطه منبع آلاينده صورت بهرا 

  خطي با غلظت مشخص در نظر گرفتند.  منبع آلاينده
حل تحليلي با استفاده از روش تابع گرين ) 1981يه (

  را در حالات يك، دو و سه بعدي  آلودگيمعادله 
براي انواع تركيبات متفاوت شرايط مرزي با الگوهاي 

   همچنيناي استخراج كرد. ناگهاني، پيوسته و پله

اي و اي، خطي، صفحهنقطه صورت بهعبارت منبع را 
  با استفاده از ) 1997باشا (حجمي لحاظ كرد. 

  حليلي حل تتركيب روش تابع گرين و روش تصويري 
  در را فرم يك، دو و سه بعدي معادله انتقال آلودگي 

منابع  صورت بهعبارت منبع  با لحاظ كانال روبازيك 
اي با الگوي بارگذاري ناگهاني و  خطي و صفحه آلاينده

خطي با الگوي تخليه پيوسته با زمان  منبع آلايندهنيز 
  ) حل تحليلي 1999زوپوئو و نايت (. آوردند دست به

آلودگي را  ADREفرم دو بعدي و سه بعدي معادله 
   وتابع مكاني ناگهاني  صورت بهشرط اوليه  ازاي به

اي و خطي با الگوي بارگذاري ناگهاني منابع آلاينده نقطه
ورتمن و  .آوردند دست بهدر حالت غيرماندگار و ماندگار 

  فرم دو بعدي ه ) حل تحليلي معادل2005همكاران (
 GITTبا استفاده از تكنيك  راانتقال آلودگي و ماندگار 

  در اين تحقيق عبارت منبع را  آنهاآوردند.  دست به
شرط مرزي ورودي را شرط  همچنينصفر فرض كردند. 

كاستا و . ثابت در نظر گرفتندنوع اول با يك غلظت 
  معادله سه بعدي فرم ) حل تحليلي 2006همكاران (

  اده از تركيب را با استف جوانتقال آلودگي در 
  در  آنهاتعيين كردند.  GITTتبديل لاپلاس و تكنيك 

عبارت اين تحقيق سرعت و ضريب پراكندگي را ثابت و 
) 2006ديباروس و همكاران (. منبع را صفر در نظر گرفتند

فرم ماندگار و غيرماندگار  )2007و ديباروس و كوتا (
با  روباز،هاي جايي پراكندگي را در كانالجابهه معادل

عبارت منبع در  آنها. حل كردند GITTاستفاده از روش 
هر دو تحقيق را برابر صفر و شرايط مرزي در تمام 

 دآلمدياها را از نوع گراديان صفر در نظر گرفتند. قسمت
انتشار ه بررسي دقيق نحو منظور به )2008و همكاران (

  ه حل تحليلي فرم غيرماندگار معادل آلودگي در جو،
 دست به GITTاز روش  تقال آلودگي را با استفادهان

  . محققين در اين تحقيق عبارت منبع را برابر آوردند
تابع غلظت  صورت بهشرط مرزي را صفر فرض كرده و 

  . كاسول با الگوي زماني ناگهاني در نظر گرفتند
دو بعدي  مسأله) يك حل تحليلي براي 2009و همكاران (



  79                                                ...ازاي شرط اوليه و  حل تحليلي معادله دو بعدي و غيرماندگار انتقال آلودگي به

 

  غيرماندگار انتشار آلودگي در جو، با استفاده از تركيبي 
   آنهاو تبديل لاپلاس ارائه دادند.  GITTاز دو روش 

در اين تحقيق عبارت منبع را صفر فرض كرده و غلظت 
ورودي به جو را از طريق يك منبع آلاينده ناگهاني 

گوئررو و همكاران ورودي از مرز در نظر گرفتند. 
   ،GITTفاده از تغيير متغير و تكنيك )، با است2009(

  بعدي معادله انتقال آلودگي را  سهحل تحليلي فرم 
 آنهاآوردند.  دست بهدر حالت ماندگار و غيرماندگار 

  ارزيابي حل، در قالب دو مثال حل تحليلي  منظور به
  بعدي ماندگار  يكمعادله انتقال آلودگي را در حالت 

منبع برابر صفر، تعيين و غيرماندگار با لحاظ عبارت 
  ) حل تحليلي فرم دو 2011چن و همكاران ( كردند.

اي بعدي معادله انتقال آلودگي در سيستم مختصات استوانه
  و در دامنه دو بعدي را با استفاده از تركيب تبديل 

  آوردند.  دست به GITTهنكل محدود و تكنيك 
نبع شرط مرزي بالادست از نوع اول و نوع سوم و عبارت م

  ) 2012( ياداو و جيسوالبرابر صفر در نظر گرفته شد. 
  حل تحليلي فرم دو بعدي معادله انتقال آلودگي در 
  حالت دو بعدي در دامنه محدود و محيط ايزوتروپ 

   صورت بهبا جريان غيرماندگار و ضرايب متغير زماني 
يك تابع زماني سينوسي را با استفاده از تبديل لاپلاس 

  يك  صورت بهد. شرط اوليه در اين تحقيق تعيين كردن
   صورت بهتابع مكاني نمايي افزايشي و عبارت منبع 

  يك مقدار ثابت با الگوي زماني سينوسي لحاظ 
) حل معادله انتقال 2013گناختن و همكاران ( ونشد. 

  آلودگي را در حالت يك، دو و سه بعدي در 
  ازاي  به مجاري روبازمحدود در دامنه محدود و نيمه

غلظت ورودي از مرز بالادست با الگوهاي زماني پيوسته، 
  اي و نمايي و عبارت منبع با مقدار ثابت با استفاده پله

از تبديل لاپلاس استخراج كردند. چن و همكاران 
هاي تحليلي ) يك روش كلي براي توسعه حل2016(

هاي يك، دو و سه بعدي در حالت ADREجديد معادله 
  هاي گرفتن انواع منابع آلاينده با هندسه با در نظر

مشخص نظير منابع آلاينده خطي نامنظم، منابع سطحي 

  اي و منابع آلاينده حجمي  دايرهعمودي و افقي و 
با الگوهاي زماني ناگهاني و پيوسته معرفي كردند. 

) حل تحليلي فرم 2017مشهدگرمه و همكاران (
  بعدي  يكحالت غيرماندگار معادله انتقال آلودگي در 

  ازاي فعاليت چندين  بهو دو بعدي با ضرايب ثابت را 
 دست بهاي با استفاده از روش تابع گرين منبع آلاينده نقطه

   ADREدر اين تحقيق حل تحليلي معادله  آنهاآوردند. 
اي با الگوهاي را با در نظر گرفتن چندين منبع آلاينده نقطه

ريتياين و همكاران زماني نامنظم تعيين كردند. سانسك
   ADRE) حل تحليلي صورت دو بعدي معادله 2018(

در دامنه نامحدود در محيط متخلخل را با در نظر گرفتن 
اي با الگوهاي نقطه منابع آلاينده صورت بهعبارت منبع 

زماني ناگهاني و پيوسته را با روش تابع گرين تعيين 
دو بعدي ) حل تحليلي فرم 2019كردند. ياداو و كومار (

  ازاي  بهمحدود  نيمهمعادله انتقال آلودگي را در دامنه 
  اي و با شرط مرزي ورودي نوع يك با الگوي پله

  خارجي برابر مقدار  منبع آلايندهلحاظ شرط اوليه و 
  ثابت با استفاده از تبديل لاپلاس تعيين كردند. 

   تحقيقات مرتبط با استخراج حل تحليلي،اكثر در
  بعدي معادله انتقال آلودگي در شرايط ساده و  يكفرم 

در محيط متخلخل انجام شده است. تحقيقات كمي در 
هاي رابطه با حل تحليلي معادله انتقال آلودگي در حالت

  جايي يا ترم جابه آنهاچند بعدي انجام شده كه در 
  حذف شده و يا تنها در يك جهت در نظر گرفته شده 

ط متخلخل انجام شده است. نيز در محي آنهاو اكثر 
  شرط اوليه برابر با صفر يا مقدار  آنهادر اكثر  همچنين

  ثابت در نظر گرفته شده است. به علاوه عبارت منبع نيز 
در تحقيقات مذكور برابر با صفر و يا فقط شامل يك 
  آلاينده با الگوي زماني ساده نظير الگوي زماني ثابت 

ذكر است كه حل تحليلي  بهلازم  شود.در نظر گرفته مي
  در حالت دو بعدي  خصوص بهدر دامنه محدود 

محدود و نامحدود  نيمههاي تر از دامنهبسيار پيچيده
  در تحقيق حاضر، حل تحليلي فرم كلي  باشد. مي

واكنش،  هاي جمله كردن با لحاظ ADREمعادله  او غيرمان
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  جايي، پراكندگي در جهات طولي و عرضي و  جابه
  تابع مكاني و زماني در حالت  صورت بهعبارت منبع 

  با استفاده  با دامنه محدود مجاري روبازدو بعدي در 
  تعيين شده  (GITT)يافته  تعميماز تكنيك انتگرالي 

   صورت به مسألهاست. در اين راستا شرط اوليه 
   صورت بهكلي (هرتابع مكاني دلخواه) و عبارت منبع 

اي متعدد با الگوهاي زماني تخليه نقطهه منابع آلايند
  دلخواه درنظر گرفته شده است.  صورت به

  معادله انتقال  مانالذا ارائه حل تحليلي فرم غير
  معادله در جهات طولي  هاي جملهبا لحاظ تمام آلودگي 

   مجاري روبازدر حالت دو بعدي در و عرضي 
  تابع  صورت به براي مواردي كه همزمان شرط اوليه

اي با الگوهاي و نيز چندين منابع آلاينده نقطه ه بودهدلخوا
   عنوان بهكنند بارگذاري نامنظم در دامنه فعاليت مي

 همچنين .آيدوري اين تحقيق به شمار ميترين نوآمهم
محدود بودن دامنه حل در جهات طولي و عرضي، 

  ارائه  حل تحليليباشد. نوآوري ديگر اين تحقيق مي
هاي تحليلي  ترين حلدر اين تحقيق يكي از جامع شده

  باشد. در اين تحقيق فرضيات در نظر ميارائه شده 
  تر بوده گرفته شده براي استخراج حل، به كاربرد نزديك

از يك  ايدر چنين حالت پيچيدهاستخراج حل  منظور به و
  در استخراج حل تحليلي  GITTروش نوين به نام 

 ايدر چنين مسائل پيچيده ابقاًاستفاده شده است. س
هاي عددي تعيين تابع توزيع غلظت از مدل منظور به

لذا استخراج حل تحليلي در چنين شرايطي  شد.استفاده مي
سنجي تواند مبناي صحتبسيار با ارزش بوده و مي

و حتي در بسياري از موارد  گرفتههاي عددي قرار  مدل
و  كمترباتي جايگزين حل عددي با صرف هزينه محاس

  باشد. بالادقت 
 

  روش پژوهش .2
 يافته تعميمتكنيك تبديل انتگرالي در اين قسمت در ابتدا 

  استخراج معرفي شده سپس شرح كامل مراحل 
  حل تحليلي معادله انتقال آلودگي در حالت دو بعدي 

  فعاليت منابع شرط اوليه و  ازاي بهدر دامنه محدود 
   استفاده از تكنيك مذكور ارائه، با ايآلاينده نقطه

  .شودمي
 
 يافته تعميممعرفي تكنيك تبديل انتگرالي . 2-1

(GITT) 
  يك روش بسيار قوي براي حل  GITT روش

  ي معادلات ديفرانسيل جزئي غيرهمگن است. تواناي
در پيچيده در نظر گرفتن معادله ديفرانسيل  اين روش

توانايي اعمال حل و ه ، دامنو اوليه جزئي، شرايط مرزي
  و قابليت كنترل خطا  متنوع آلودگي منابع آلاينده

  توسط كاربر از جمله مزاياي اين روش نسبت به 
  عملكرد محاسباتيباشد. مي هاي تحليليساير روش

  بسيار خوبي در حل بسياري از معادلات ديفرانسيل 
جزئي ناهمگن نظير معادله انتقال جرم، از خود نشان 

بر  GITT. اساس روش )1997و ميخايلو، (كوتا  دهد مي
كمكي مناسب  مقدارويژه مسألهحاصله از  ويژه توابع

معادله ديفرانسيل جزئي اصلي  در اين روشاستوار است. 
 به يك سيستم نامتناهي از معادلات ديفرانسيل معمولي

)ODE ،Ordinary Differential Equation(  تبديل
نسبت به حل معادله ديفرانسيل  آنهاكه حل  شود مي

هاي اصلي در اعمال روش گام است. ترسادهناهمگن اوليه 
GITT كوتا و  ؛1997(كوتا و ميخايلو،  به شرح زير است

  :)2016، همكاران
 كمكي مسأله عنوان بهمقدارويژه مناسب  مسألهتعيين  -
  مناسب  ويژه توابعاستخراج  منظور به
 معرفي تبديل انتگرالي مستقيم و تبديل معكوس  -

   )Forward transform( هاي مستقيماعمال تبديل -
  بر معادله  )Inverse transform( و معكوس

گيري از آمده از مرحله اول و بهره دست بهديفرانسيل 
 و نرم ويژه توابع )Orthogonality( خاصيت تعامد

)Norm( توابع  
ت ديفرانسيل معمولي نهايي و حل تشكيل دستگاه معادلا -
  آن
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  اصلي با استفاده از تبديل معكوس  مسألهتعيين پاسخ  -
  استخراج  منظور به GITTدر ادامه مراحل روش 

  در حالت دو بعدي در  ADREحل تحليلي معادله 
  فعاليت شرط اوليه كلي و  ازاي بهمجاري روباز 

الگوهاي زماني اي با مان چندين منبع آلاينده نقطهزهم
  دلخواه، به تفصيل توضيح داده خواهد شد.

  
 شرط اوليه و با لحاظ ADREحل تحليلي معادله  .2-2

 اي با الگوهاي زماني دلخواه منابع آلاينده نقطه

هاي تحليلي مبتني بر ذكر شد حل طور كه قبلاًهمان
فرضيات ساده كننده هستند. زيرا استخراج حل تحليلي 

غيرممكن است.  واقعي در طبيعت تقريباًبراي يك حالت 
 كمتراستخراج حل  منظور به هر چه فرضيات ساده كننده

تر به شرايط واقعي و كاربردي نزديك مسألهباشد، 
تري براي هاي رياضي پيچيدهتبع روش هشود. اما ب مي

استخراج حل  منظور به استخراج حل لازم خواهد بود.
حقيق، فرضيات زير لحاظ معادله انتقال آلودگي در اين ت

  اند:شده
فرم غيرماندگار معادله انتقال آلودگي در حالت دوبعدي  -

 لحاظ شده است.

جايي و پراكندگي هاي جابههاي مربوط به پديدهعبارت -
هم در جهت طولي و هم در جهت عرضي لحاظ شده 

 است.

جريان يكنواخت و ماندگار بوده و استخراج حل در  -
 مد نظر قرار دارد. (محدود) مستطيلييك دامنه 

مقدار غلظت ورودي به دامنه از تمامي مرزها برابر صفر  -
 است.

مقدار غلظت موجود در دامنه در زمان صفر (شرط  -
 تابع مكاني دلخواه است. صورت بهاوليه) 

عبارت منبع در معادله انتقال آلودگي از نظر تعداد،  -
يه كاملا دلخواه موقعيت مكاني و الگوي زماني تخل

 باشد.  مي

اي منبعي است كه نقطهه منبع آلايند ،در حالت كلي
گيرد) مساحت آن (مساحتي كه تخليه از آن صورت مي

در مقايسه با مساحت محيطي كه منبع در آن تخليه 
بتوان آن را  كه طوري به، بسيار ناچيز باشد. شود مي
فرم . )1997(چپرا،  يك نقطه در نظر گرفت صورت به

كلي معادله انتقال آلودگي با فرض ثابت بودن ضرايب و 
) با الگوهاي nsاي متعدد (به تعداد منابع آلاينده نقطه

و عرض  Lزماني دلخواه در يك دامنه مستطيلي به طول 
W است: 2رابطه  صورت به  

)2(                    
2 2

2 2

1

1
(t) ( ) ( )

l l

x y

ns

l s s
l

c c c c cu v D D
t x y x y

kc W x x y y
h

 


    
     

    

  
  

  
مقدار جرم آلاينده در واحد زمان  Wl(t) ،2كه در رابطه 

(kg/s) ،h عمق كانال (m)،
ls

x و
ls

y  موقعيت مكاني منابع
 تابع دلتاي ديراك (.)عبارتاي در دامنه و آلاينده نقطه

باشد. شرط اوليه و شرايط مرزي در نظر گرفته شده مي
  از: اند عبارت 2 براي معادله

0

: ( , ,0) ( , )

0
: (0, , ) 0,

0

( , , ) ( , , ) ( , , )
0, 0, 0

x L y y W

IC c x y f x y
x L

BC c y t
y W

c x y t c x y t c x y t
x y y  



 
   

  
  

  

)3(  

  اولين گام براي حل معادله انتقال آلودگي در حالت 
 مقدارويژه مسألهدو بعدي در اين تحقيق، معرفي يك 

   آنهاو نرم  ويژه توابعمشخص و تعيين مقادير ويژه، 
  ترين مرحله در مهم مقدارويژه مسألهاست. انتخاب 

 GITTحل معادلات ديفرانسيل جزئي با استفاده از روش 
   ويژه توابعاست كه با حل آن مقادير ويژه و 

هاي مستقيم و مناسب استخراج شده و بر اساس آن تبديل
  . در شودتعريف مي GITTمعكوس مربوط به روش 

   صورت به GITTواقع حل تحليلي نهايي در روش 
  متناسب با  دارويژهمق مسألهحاصله از  ويژه تابعبسط 
 مسأله. )1997(كوتا و ميخايلو، اصلي است  مسأله

  بايستي حداكثر اطلاعات مربوط به  مقدارويژه
  اصلي  مسألهرفتار متغيرهاي مكاني و اپراتورهاي مكاني 
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  را در بر داشته و شامل اطلاعاتي در مورد محيط 
  بايد بر اساس اپراتورهاي  همچنينمورد مطالعه باشد. 

  نوشته شده و داراي پاسخ ) Self-Adjoint( الحاقي خود
  تحليلي باشد. علت اهميت اين موضوع آن است 

با اپراتورهاي  مقدارويژه مسألهحاصله از  ويژه توابعكه 
  ديفرانسيلي خودالحاقي متعامدند و برقراري خاصيت 

 مقدارويژه مسألهحاصله از  ويژه توابعتعامد بين مجموعه 
  اصل مهم در استخراج حل يك  GITTدر روش 

  انتخابي  مقدارويژه مسأله. )1993(كوتا،  باشدمي
همراه شرايط مرزي همگن عبارت  به 2متناسب با معادله 

  است از:
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)4(  

)، 4كه در رابطه  , )x y و  ويژه تابع مقدارويژه   
  حل هستند.  ويژه تابعهاي نيز شمارنده n و m است.
) با استفاده از روش جداسازي 4(رابطه  مقدارويژه مسأله

عبارت خواهند بود  ويژه توابعپذير است. لذا متغيرها امكان
  از:

,

1, 2,3,...2 1 1
( , ) sin cos ,

1, 2,3,..2m n

mm nx y x y
nL W

 
              

)5(  

را  ويژه تابعنرمال شده بايستي نرم  ويژه تابعمنظور محاسبه  به
m,( ويژه تابع. نرم كردمحاسبه  nN(  نرمال شده ويژه تابعو   

), ( , )m n x y(  ند از:ا ترتيب عبارت بهنيز  
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  تبديل مستقيم و معكوس انتگرالي  در مرحله بعد
(كوتا،  شودروابط زير تعريف مي صورت بهترتيب  به

1993(:  
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0 0
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m n m nc t c x y t x y dxdy     

)9 (                    , ,
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)با جايگذاري  , , )c x y t  و ضرب  2در معادله  9از رابطه
(كه توسط كاربر مشخص  jو  iازاي يك  بهطرفين معادله 

,در شود)  تعيين مي

0 0

(.) ( , )
W L

i j x y dxdy  توان مي

نوشت:
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)10   (  
انتخابي يك  مقدارويژه مسألهداراي خاصيت تعامد هستند زيرا  مقدارويژه مسألهحاصله از  ويژه توابعذكر شد،  كه قبلاً طورهمان
  توان نوشت:مي ويژه توابعمطابق با خاصيت تعامد خودالحاقي است.  مسأله

)11  (                                                                       , ,
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و خاصيت تعامد  )Sifting property( تحت انتگرال، استفاده از خاصيت انتقال تابع دلتاي ديراكبا باز كردن مشتقات 
  زير نوشت: صورت بهتوان را مي 10، رابطه ويژه توابع
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)12   (  

  حاصل خواهد شد: 13رابطه  صورت بهنهايي  ODEدستگاه ترتيب،  اينبه 

)13  (                                       i, j
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,( و ثابت آنODE ضرايب دستگاه  ،13كه در رابطه  ( )i jG t( ند از:ا عبارت  
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با اعمال خاصيت  Eو  C ،D، ضرايب 14با توجه به رابطه 
ترتيب معادله ديفرانسيل  اينبه آمده اند.  دست بهتعامد 

جزئي اصلي به يك دستگاه معادلات ديفرانسيل معمولي با 
تبديل خواهد شد كه تنها  )13(رابطه  تعداد بي نهايت
تر (زمان) بوده و حل آن به مراتب ساده tمتغير مستقل آن 

 ،13ست. با توجه به رابطه از حل معادله ديفرانسيل جزئي ا
نهايي بايستي حد  ODEتعيين پاسخ دستگاه  منظور به

در  ODEمتناهي براي سري دوگانه نامتناهي در دستگاه 
از آن حد به بعد اختلاف بين  كه طوري بهنظر گرفته شود 

 )تحمل( هر دو جمله مقابل سري دوگانه، از مقدار تلرانس
شود. مقدار تلرانس بسته به ميزان  كمتردر نظر گرفته شده 

اعمال  قابل، توسط كاربر تعيين شده و مسألهحساسيت 

با حدود متناهي عبارت خواهد  ODEاست. لذا دستگاه 
  بود از:
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)، تعداد كل 15(رابطه  ODEبا توجه به فرم دستگاه 
Mبرابر با  ODEمعادلات  N  خواهد بود كهM  وN 

در  ODEگاه دست بهبا توجه  باشند.حدود بالاي سيگما مي
 از نوع كوپل ODEواضح است كه دستگاه  15رابطه 

)Couple( .حل دستگاه  منظور به استODE  حاصله
كاربردي و دقت موردنظر،  مسألهبسته به نوع  )،15(رابطه 

 N و Mيك سيستم متناهي و به اندازه كافي بزرگ (
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مناسب) از معادلات ديفرانسيل معمولي براي انجام 
. سپس )1997(كوتا،  محاسبات بايستي در نظر گرفته شود

) همگرايي Nو  Mقطع شدگي (ه با افزايش درج
يابي به نتايج با دقت مطلوب  دست منظور به محاسباتي

از نوع كوپل  ODEحاصل خواهد شد. براي حل دستگاه 
هاي عددي خاصي مورد استفاده قرار بگيرد. بايستي روش
هاي منتسب به خانواده رانج كوتاي روش آنهاكه در ميان 

   .)1993(كوتا،  مرتبه چهارم تا ششم كاربرد فراواني دارند
حاصله به شرط اوليه  ODEحل دستگاه  منظور به

نياز است. لذا بايستي شرط اوليه را با توجه به  يافته  تبديل
به فرم تبديل شده درآورد. فرم  GITT تبديل مستقيم روش
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حل تحليلي استخراج شده نتايج ارزيابي  منظور به ادامه در
 حاصله از آن با حل تحليلي حاصله از روش تابع گرين

(GFM)  در دامنه دو بعدي مقايسه شده و نتايج در قالب
  كانتورهاي غلظت ارائه خواهد شد.

  
  و بحث نتايج. 3
ارزيابي حل تحليلي استخراج شده با استفاده از  منظور به

، نتايج در قالب دو مثال فرضي مجزا GITTروش 
 صورت بهشرط اوليه  استخراج شده است. در مثال اول

تخليه ناگهاني جرم ماده خشك در امتداد عمق در يك 
فعاليت يك منبع آلاينده  نقطه با مختصات معين در دامنه و

يك ضابطه  صورت بهي تخليه اي با الگوي زماننقطه
با  GITTروش  بهمشخص در نظر گرفته شده و نتايج حل 

(ژو و همكاران،  مقايسه شد GFMروش  بهحل تحليلي 
شرط  . در مثال دوم)2017 ،مشهدگرمه و همكاران؛ 2007

دو منبع  صورت بهاوليه مشابه با مثال اول و عبارت منبع 
خواه در دو نقطه با الگوهاي زماني دل اينقطه آلاينده

 متفاوت در دامنه دو بعدي در نظر گرفته شده و مجدداً
با يكديگر  GFMو  GITTنتايج حاصله از هر دو روش 

ذكر است كه در اين تحقيق غلظت  بهمقايسه شد. لازم 
ورودي از شرط مرزي صفر لحاظ شده و هدف بررسي 

منابع فعاليت همرمان شرط اوليه و توزيع آلودگي ناشي از 
باشد. در اي فعال در داخل دامنه دو بعدي ميآلاينده نقطه

ادامه شرايط و خصوصيات جريان براي هر دو مثال به 
  تفكيك بيان و نتايج ارائه خواهد شد.

  

مثال اول: توزيع آلودگي ناشي از شرط اوليه و . 3-1
   منظميك منبع آلاينده با الگوي زماني 

آمده با  دست بهليلي در اين مثال به بررسي عملكرد حل تح
ازاي غلظت ناشي از شرط اوليه در دامنه  به GITTروش 

تخليه جرم  صورت بهشود. شرط اوليه دو بعدي پرداخته مي
اي با مشخصي از ماده آلاينده در واحد عمق در نقطه

مختصات معين در دامنه در نظر گرفته شده است. فرم 
  از:رياضي تابع مربوط به شرط اوليه عبارت است 

)18 (                    0 0( , ,0) ( ) ( )
Mc x y x x y y
h
     

x0  وy0 مربوط به محل تخليه آلاينده در  موقعيت مكاني
0t زمان   ماده خشك در واحد زمان هستند. مقدار جرم
(M)  لحاظ شده است.  ثانيهتن بر  7در اين مثال برابر

و نيز در دامنه  (S1) ورودي منبع آلايندهموقعيت مكاني 
نشان داده شده  1شماتيك در شكل  صورت بهشرط اوليه 



               85  

   گرين در 
، 3ا شكل 

 GITTوش 
تابع گرين 

   است.
ن و انتقال 

                           

روش تابع ي به
ه است. مطابق با
حل تحليلي با رو
حليلي با روش ت
گر ميدان سرعت
ربوط به جريان

  .اندارائه شده 

  

  

L  
(km)  

8  

0

1

2

3

4

5

W
(t
)(

kg
/s

)

      ...شرط اوليه و

 با حل تحليلي
گر مقايسه شده
نگي مربوط به ح
ربوط به حل تح

اري نيز بيانگ برد
 پارامترهاي مر

1ثال در جدول 

   شرط اوليه.

  .ل اول

  ده.

W 
(km) )

4 

0 1
0

1

2

3

4

5

ازاي ش ال آلودگي به

ر اين تحقيق
با يكديگ 3شكل

خطوط كانتور رن
ها مرچينو خط

باشد. خطوطي
همچنين مقادير
آلاينده در اين مث

ي غلظت ورودي از

در مثال S1ع آلودگي 

 جريان و انتقال آلايند

v 
(m 

u 
(m/s) 

0 3/0  

2

ي و غيرماندگار انتقا

S  در
طابق

(W  

  شده

د
ش
خ
و

مي
ه
آ

وط به موقعيت مكاني

 مربوط به تخليه منبع
 

ربوط به پارامترهاي ج

h 
(m) 

v
m/s)

5 1/

3

t(hr)

حليلي معادله دو بعدي

S1منبع آلاينده

مربوط به آن مط

2
( ) 5t exp


 



ليلي استخراج ش

شكل شماتيك مربو .

الگوي زماني .2كل

مقادير مر .1جدول

 
Dx 

(m2/s) 
10  

4

حل تح

ي زماني تخليه م
ضابطه رياضي م

  
2

6

2( 1800)

5 10

t 
 

صله از حل تحل

1شكل

شك

M  
(kg/ 

Dy 

(m2/s)

700  1  

5 6

S1

مربوط به الگوي
ارائه شده و ض 
  است:  1

                       

اي غلظت حاص

M
/s)

00

 

  است.
نمودار م

2شكل 
6 رابطه

)19    (

كانتورها
  

  

  



  1400 بهار، 1، شماره 47فيزيك زمين و فضا، دوره                                                             86

 

  

  .اي با الگوي زماني نماييازاي شرط اوليه ناگهاني و يك منبع آلاينده نقطه به GFMبا حل تحليلي با روش  GITTمقايسه حل تحليلي با روش  .3شكل
  

، كانتورهاي غلظت با استفاده از حل 3با توجه به شكل 
و حل تحليلي با روش  GITTتحليلي حاصله از روش 

GFM در ميدان سرعت ساعت  6و  5، 4، 3هاي  در زمان
شود، در هر طور كه ملاحظه ميآمده است. همان دست به

هاي مذكور كانتورهاي غلظت حاصله از هر يك از زمان
دو حل تحليلي كاملا بر يكديگر منطبق هستند كه اين امر 

 عملكرد مطلوب حل تحليلي حاصله است.ه دهندنشان
و  (R2)هاي آماري ضريب همبستگي  شاخصبر اين  علاوه

نيز محاسبه شد. مقدار  (MRE)ميانگين خطاي مطلق 
در اين تحقيق برابر يك و ميانگين خطاي مطلق  R2ضريب 
آمد كه بيانگر  دست بهدهم درصد)  سه( 3/0از  كمتر

  باشد. حل مي انطباق هر دو راه
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  .ساعت در مثال دوم 7و  6، 5، 4هاي در زمان GFMبا حل تحليلي  GITTكانتورهاي غلظت حاصله از مقايسه حل تحليلي با  .6شكل
  

  گيرينتيجه .4
كره زمين در معرض آلودگي توسط طيف  يمنابع آب
اي از منابع آلاينده قرار دارند. اطلاع از نحوه گسترده

ها در جهت تقويت خاصيت توزيع و انتشار آلاينده
هاي آب زيرزميني و نيز ها و سفرهخودپالايندگي رودخانه

است. در اين  مؤثرسازي بسيار مفيد و  انجام عمليات پاك
معادله انتشار آلودگي نقش بسيار  هاي تحليليراستا حل

هاي عددي، تخمين اوليه سنجي حلمهمي در صحت
انتقال آلاينده و  فرايندغلظت در محيط، تعيين پارامترهاي 

درك بهتر فيزيك حاكم بر مسائل انتقال و انتشار آلودگي 
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دامنه محيط مورد مطالعه عريض دارند. تحت شرايطي كه 
يك بعدي در تخمين  هايلمدگاه استفاده از باشد، آن

ه هستند. در اين موارد بايستي از غلظت با خطا همرا
دو بعدي استفاده كرد. در اين تحقيق حل تحليلي  هاي مدل

در  معادله انتقال آلودگي و غيرماندگار صورت دو بعدي
ه ازاي شرط اوليه كلي و منابع آلايند به دامنه محدود،

امنظم با استفاده از روش اي متعدد با الگوهاي زماني ننقطه
GITT سه يآمد. ارزيابي حل تحليلي حاصله با مقا دست به

در دو مثال  GFMحل مذكور با حل تحليلي با روش 
جداگانه انجام شد. در مثال اول تنها يك منبع فعال  يفرض

 منظور به و در مثال دوم مندو ضابطه با الگوي زماني منظم
هاي حل پيشنهادي در نشان دادن برخي از توانمندي

، منابع آلاينده متعدد با الگوهاي زماني دلخواه سازي مدل
اي با الگوهاي زماني نامنظم در دامنه دو منبع آلاينده نقطه

تخليه ماده  صورت بهلحاظ شد. در هر دو مثال شرط اوليه 
خشك آلاينده در يك نقطه با مختصات معين در دامنه در 

غلظت حاصله از مقايسه حل نظر گرفته شد. كانتورهاي 
در هر دو مثال بر يكديگر منطبق بوده  GFMحاصله با حل 

و عملكرد مطلوب حل تحليلي استخراج شده را نشان 
هاي ارزيابي كمي، مقادير شاخص منظور به همچنين. دادند

و ميانگين خطاي نسبي  (R2) همبستگيري ضريب ماآ
(MRE)  و  1برابر  همبستگينيز محاسبه شد. مقدار ضريب

دهم  پنج( درصد 5/0از  كمترميانگين خطاي نسبي نيز 
آمد كه صحت عملكرد حل تحليلي  دست به درصد)

ذكر است كه خطاي  بهلازم  كند.ميتأييد پيشنهادي را 
افزار محاسباتي  نرمعلت محدوديت  بهآمده  دست بهناچيز 

 دفراينرقم اعشار) در  16در اتخاذ تعداد ارقام اعشاري (تا 
  پذيري حل ارزيابي انجام شده، انعطاف باشد.محاسبات مي

  

تحليلي پيشنهادي را در اتخاذ شرط اوليه و منابع آلاينده 
حل  .دهدميالگوهاي زماني نامنظم نشان  اي متعدد بانقطه

تحليلي پيشنهادي در اين تحقيق از نظر سرعت همگرايي و 
هزينه محاسباتي عملكرد مطلوبي نسبت به حل به روش 

GFM  .ترين حل تحليلي حل تحليلي ارائه شده، جامعدارد
مجاري در حالت دو بعدي براي معادله انتقال آلودگي در 

باشد كه در ازاي جريان ماندگار و يكنواخت مي به روباز
هاي معادله در جهات طولي و عرضي لحاظ آن تمامي ترم

ترين نوآوري اين تحقيق و لذا ارائه اين حل مهم شده است
يك روش  عنوان به GITT. به علاوه استفاده از روش است

نوين در حل معادلات ديفرانسيل، در روند استخراج حل 
 همچنينباشد. جنبه ديگري از نوآوري در اين تحقيق مي

 سازي مدله بودن تابع مربوط به شرط اوليه و توانايي دلخوا
اي با هر نوع الگوي زماني تعداد متعدد منابع آلاينده نقطه

پذيري فوق العاده تخليه (منظم يا نامنظم)، بيانگر انعطاف
حل مذكور بوده كه امكان استفاده از آن در مسائل 

را و دقت بالا  كمترتر با صرف هزينه محاسباتي كاربردي
هاي وريهاي ديگري از نوآو بيانگر جنبه دهدنشان مي

حل تحليلي پيشنهادي  برآن علاوه .حل ارائه شده است
هاي سنجي حلصحت منظور به كارايي و قابليت كاربرد

هاي دو بعدي را در دامنه عددي در شرايط پيچيده
تواند در حل تحليلي پيشنهادي مي همچنين داراست.

معادله انتقال آلودگي ثابت است، مواردي كه ضرايب 
هاي تحليلي، هاي عددي شود. زيرا حلجايگزين حل

دقيق و سريع بوده و مشكلاتي از قبيل پايداري و نوسان كه 
  مواجه هستند را ندارند. آنهاهاي عددي با حل
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Summary 
Pollutant dispersion in environment is one of the most important challenges in the world. The 
governing equation of this phenomenon is the Advection-Dispersion-Reaction (ADRE) equation. It 
has wide applications in water and atmosphere, heat transfer and engineering sciences. This 
equation is a parabolic partial differential equation that is based on the first Fick’s law and 
conservation equation. The applications mathematical models of pollution transport in rivers is 
very vital. Analytical solutions are useful in understanding the contaminant distribution, transport 
parameter estimation and numerical model verification. One of the powerful methods in solving 
nonhomogeneous partial differential equations analytically in one or multi-dimensional domains is 
Generalized Integral Transform Technique (GITT). This method is based on eigenvalue problem 
and integral transform that converts the main partial differential equation to a system of Ordinary 
Differential Equation (ODE). In this research, an analytical solution to two-dimensional pollutant 
transport equation with arbitrary initial condition and source term was obtained for a finite domain 
in the rivers using GITT. The equation parameters such as velocity, dispersion and reaction factor 
were considered constant. The boundary condition was assumed homogenous. In this research, the 
source term is considered as point pollutant sources with arbitrary emission time pattern. To 
extract the analytical solution, the first step is choosing an appropriate eigenvalue problem. The 
eigenvalue must be selected based on Self-Adjoint operator and can be solved analytically. In the 
next, the eigenfunction set was extract by solving the eigenvalue problem with homogenous 
boundary condition using the separation of variables method. Then the forward integral transform 
and inverse transform were defined. By implementing the transform and using the orthogonality 
property, the ordinary differential equation system was obtained. The initial condition was 
transformed using forward transform and the ODE system was solved numerically and the 
transformed concentration function was obtained. Finally, the inverse transform was implemented 
and the main analytical solution was extracted. In order to evaluate the extracted solution, the 
result of the proposed solution was compared with the Green’s Function Method (GFM) solution 
in the form of two hypothetical examples. In this way, in the first example, the initial condition 
function as an impulsive one at the specific point in the domain and one point source with the 
exponential time pattern were considered. In the second example, the initial condition was similar 
to the first example and two point sources with irregular time pattern were assumed. The final 
results were represented in the form of the concentration contours at different times in the velocity 
field. The results show the conformity of the proposed solution and GFM solution and report that 
the performance of the proposed solution is satisfactory and accurate. The concentration gradient 
decreases over time and the pollution plume spreads and finally exits from the domain at the 
resultant velocity direction due to the advection and dispersion processes. The presented solutions 
have various applications; they can be used instead of numerical models for constant- parameters 
conditions. The analytical solution is as an exact, fast, simple and flexible tool that is conveniently 
stable for all conditions; using this method, difficulties associated with numerical methods, such as 
stability, accuracy, etc., are not involved. Also because of the high flexibility of the present 
analytical solutions, it is possible to implement arbitrary initial condition and multiple point 
sources with more complexity in emission time patterns. So it can be used as a benchmark solution 
for the numerical solution validation in two-dimensional mode. 
 
Keywords: Pollutant transport equation, initial condition, point sources, arbitrary time pattern, 

Generalized Integral Transform Technique, finite domain.  

* Corresponding author:                                                                           m.mazaheri@modares.ac.ir 


