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Summary 

Nowadays, network structures are found in many natural and engineered systems, e.g., river networks, 

microchannel networks, plant roots, human blood vessels, etc. Therefore, providing efficient methods for 

modeling phenomena such as diffusion, advection, etc. is very practical. One of the most common tools for 

modeling this phenomena is numerical modeling, as mathematics software is well- developed and powerful 

nowadays. In this research, a new approach called Equation-Oriented Modeling has been presented. In this 

approach each branch of the network has its own differential equation, and these branches are connected or 

coupled by boundary conditions. In other words, unlike classical modeling, EOM does not solve through the 

discretization of the partial differential equation in the whole domain of the network, while in this approach, 

each branch of the network has its own differential equation with its own specific diffusion coefficient and 

cross section area, then the problem is solved as a system of PDE. The main point of EOM is to formulate a 

physical problem in the network into a system of differential equations, which is finally solved by the 

Method of Lines. MOL is an efficient computational method used to solve partial differential equations or 

PDE systems. MOL is generally implemented in two steps, in the first step spatial derivatives are replaced by 

algebraic approximation. In the second step, the ordinary differential equation system is integrated with 

respect to time using any method, for example, in this research, we use the Runge-Kutta 4th order method. 

EOM was implemented to solve the diffusion equation in three types of networks, including tree-shaped and 

loop network. Then modeling results for 3 networks were presented as spatial concentration profiles in 

different paths in the networks. The model had reasonable results in the boundaries and branches according 

to the boundary conditions, loading and concentration functions, as well as the continuity of concentrations 

and loading by diffusion in the output results was reasonable. The boundary conditions that apply at the 

intersections of the branches include the continuity of concentration and the continuity of loading due to the 

diffusion phenomenon. The results of test case 3 were compared with another numerical model for 

validation, and three types of Error Parameters were calculated at different times between these two models. 

R-Squared (R
2
) was calculated in path (1-2-3-5-9), and its value was 0.99-1, which was the optimal value. 

This coefficient shows that the results of the EOM and the other numerical model has the same trend. Then, 

RMSE and MAE were also calculated and their values were approximately zero for all times. The modeling 

results for 3 networks were presented as spatial concentration profiles in different paths in the networks. The 

first advantage of the EOM approach is that the choice of terms in the differential equation is left to the user 

rather than the software developer, so that a wider range of phenomena can be modeled and the effects of 

different terms can be seen in the modeling. The second advantage of this approach over classical modeling 

is that the equations are available to the user as tools and model elements, and modeling complex networks 

such as tree-shaped, and Loop networks is not as complicated as classical models. The third advantage of 

EOM is the tools available in mathematical programs for optimization or linking with other programs. Since 

the heat equation is similar to the diffusion equation, the results of this research can be used for other 

important topics, such as solving the heat equation in microchannel networks for cooling systems, modeling 

pollutant transport in river networks, or diffusion modeling of solutes in plant roots. 
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 چکیده

 ییها دهیپد یساز مدل یکارآمد برا یها روش استفاده ازلذا  شوند، یم افتی اریبس یو مهندس یعیطب یها ستمیدر س یا شبکه یامروزه ساختارها
این  یساز مدل یبرا جیرا های روشاز  یکیکند.  ها نمود پیدا می جایی یک کمیت اسکالر )مانند دما یا غلظت( در این شبکه و جابه پخش مانند

روش . در این تحقیق، است شدهسازی و بررسی  مدلیاد شده گرا پدیده  با استفاده از روش معادلهپژوهش  نیااست. در  یعدد یساز مدل ها، دهیپد
با  تیدرنها. باشد یک دستگاه معادلات دیفرانسیل جزئی می صورت بهپدیده پخش در کل شبکه  بندی گرا، فرمول اصلی در استفاده از روش معادله

 یبرا رویکرد مذکور. شد خطوط حل روش قیاز طر یادشدهدستگاه اعمال شرایط مرزی مناسب در نقاط اتصال شبکه )با توجه به فیزیک پدیده(، 
گرا با  . در مورد شبکه سوم، نتایج روش معادلهشدو نتایج بررسی کار گرفته ه ب یا و حلقه یدرختشامل مختلف  در سه نوع شبکه پخشحل معادله 

شود، مورد مقایسه قرار گرفت.  گسسته می متناهیفاده از روش تفاضل تبا اس کل شبکه یک معادله در که در آن ،دیگرروش عددی نتایج 
گرا  روش معادله کاربست داشته که این امر بیانگر صحت همخوانیها با یکدیگر  های خطا برای مقایسه مذکور حاکی از آن است که روش شاخص

و همچنین قابلیت آسان اعمال آن  های عددی پیشین پذیری بالای آن در مقایسه با روش توان به انعطاف گرا می های روش معادله از مزیت .باشد می
 .اشاره کرد ،ها و ابزارهای عددی آماده در بسته

 

 .، روش خطوط، شبکه درختی، شبکه حلقهپخشگرا، معادله  سازی معادله مدل :های کلیدی واژه
 

 . مقدمه1

 آنهادر  (Diffusion) پخشکه پدیده  ییهاستمیسامروزه 

. از هستند توجهدر موارد متعددی مورد  است،غالب 

در انتقال گرما های توان به پدیدهها میمصادیق این سیستم

ریشه مجموعه املاح در آب و حرکت ها، میکروکانال

ها رودخانهشبکه آلودگی در  پخشو  گیاهان یا خاک

 پخش یطورکلبه .(2017)چونگ و چوی، اشاره کرد 

 یحرکات تصادف اثرآن ماده در  یاست که ط یفرایند

 شودیمنتقل م گرید مکانبه  مکان کیاز  یمولکول

 کشف (1855)یک فتوسط  ین پدیدها(. 1975)کرنک، 

گرما  انتقال یاضیر بار با اتخاذ معادله نیاول یشد، که برا

دست به 1822در سال  هیتوسط فور ترکه چند سال قبل

 .کرد بندی فرمول آن بر اساسرا  پخشپدیده ، بودهآمد

 دامنهدر  پخشحل معادله  نهیزم درتحقیقات زیادی 

مثال شاشکو و  طوربهاست. انجام شده یبعد کی

 Finite) متناهی( از روش تفاضل 1996استینبرگ )

Difference Method)، ( از روش 2018فان و لیو ) عنصر

برای حل معادله ( Finite Element Method) متناهی

سازی مدلامروزه اما  ند.استفاده کرد دامنهدر یک  پخش

 باًیتقر و اندکرده دایپای اهمیت زیادی شبکه یساختارها

)چونگ و  دنشویم افتی یزندگ یهانهیدر همه زم

های ساخت ( و در طراحی بسیاری سیستم2007همکاران، 

ای موجود در طبیعت استفاده بشر از ساختارهای شبکه

 ساختارو الگو ا هشبکه .(2002شود )چن و چنگ،  می

 ساختاردارای ها برخی شبکه طور مثال، بهمتفاوتی دارند

 یهازنده و توده یهادر بافت هستند که یلانه زنبور

 دارند یدرخت ساختار دیگربرخی  ،شودیافت می یسلول

 اهان،یگ یهاشاخهو  شهیها، رنورون شبکه که در

و  ایرودخانه هایسیستم ،خون عیتوز های بدن برای رگ
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و جز ساختارهای رایج و مهم  شودیافت می هاکانالکرویم

 یریکارگبه لذا(. 2018)میگوئل و روچا،  آیدشمار میبه

های مختلف از پدیده سازیبرای مدل کارآمدیک روش 

که محور اصلی تحقیق حاضر  و گرما جمله انتقال جرم

و تنها حل  خصوص دارداهمیت به هادر شبکه ،است

 کافی نیست.دامنه معادله دیفرانسیل در یک 

حل معادله پخش در  تحقیقات متعددی در خصوص

مثال  طوربهچند فازی وجود دارد،  هایها و محیط شبکه

جذب املاح  در خصوص( 1971و همکاران )ساندرز 

گیاهان از خاک و پخش آن در گیاه  شبکه ریشهتوسط 

سازی پخش به مدل( 2015پرداختند، نیارا و همکاران )

 و همچنین اکسیژن در خاک و محیط متخلخل پرداختند

برای ارزیابی  های عددیروش از( 2018لیو و همکاران )

بتن که ضریب پخش در  بر دانهسنگهای اثرات ویژگی

کامپوس و  استفاده کردند. ،است فازیهمحیط سیک 

 شبکهدر  پخشپدیده  ررسی( به ب2004همکاران )

 ییرسانا یبه زمان و مکان برا تابع نسبت کی و پرداختند

از معادله  تیدرنها که استخراج کردند هادر فراکتال

 یبر رو پخش-واکنش یهافرایندسازی مدل یبرا پخش

 .کردنداستفاده  آنهاخواص  وتحلیل تجزیهها و فراکتال

 برای واکنش–پخشاز معادله  (2015سیمون و کویا )

و  کردندرودخانه استفاده ی در آلودگ انتقال سازی مدل

و واکنش را با  پخش جمله مربوط بهمنظور ابتدا  نیا یبرا

و سپس  ندجدا کرداصلی از معادله  میاستفاده از روش تقس

-رونگو  کلسوننی–مانند کرانک یعدد یهاروشاز 

استفاده سازی و حل معادله  برای گسسته چهار درجه کوتا

 یابیارز به بررسی و (2020میلیسیچ و همکاران ) .کردند

 و این ضرایب پرداختند ونیبراسیکال و پخش بیضرا

 یآن پخش یبرا یعدد سازیمدل یک رویکرد همچنین

از مدل و  دادند رائها رودخانه نرتواشبکه در  آلودگی

. استفاده شددر این پژوهش  11مایک  یبعدیک یعدد

 یهاشبکهبه بررسی ( 1995جانسون و همکاران )

حرکت  پرداختند و یو مناطق ساحل یا رودخانه

با معادله پخش توصیف  هااین شبکهدر  را ها سمیارگان

 نیدر چن پخشپدیده  که کردند و عنوان کردند

و  هاسمیارگان یرفتار حرکت به هندسه شبکه، ییها شبکه

 ژنگ و همکاران .دارد یبستگ در مکان و زمان ندیبمش

گاز  پخش بیضر ی تعیینبرا ریاضیمدل  ک( ی2013)

شکل ارائه  Y یشبکه درختدر متخلخل  یهاطیدر مح

از طول، قطر، سطح  یتابع عنوانبه یشنهادیمدل پ که دادند

دادور و . بود انشعاب و تخلخل سطح هیانشعاب، زاومقطع 

واکنش  جملهدو را با  پخش( معادله 2007سهیمی )

کار بردند و نتایج را  به و متخلخلشبکه  درمورد  یرخطیغ

واکنش وجود عدمدر حالت وجود جمله واکنش و 

ها در این دو حالت جواب ،دادنشان نتایج  ومقایسه کردند 

 .استمتفاوت  یتوجهطور قابلبه

دانشمندان و مهندسان وجود دارد  انیدر م یعموم یآگاه

 با توسط پدیده پخش انتقال جرم معادله دیفرانسیل که

و تنها در ضرایب با  دهستن کسانیگرما اساساً  انتقال

در  .(1959)کارسلاو و جاگر، یکدیگر اختلاف دارند 

بسیار زیادی در زمینه  قاتیتحق چند دهه گذشته

صورت گرفته  هاانواع شبکهدر  گرماانتقال  سازی مدل

ژو و مثال  طوربه ،(2017)ژنگ و همکاران،  است

خیلی کوچک متشکل از شبکه  نیچند( 2009همکاران )

مورد بررسی  را ایحلقهساختار  با یکانال درخت میکرو

و  ژوحل شد.  آنهاگرما در انتقال که معادله  دادندقرار 

در  گرماو انتقال  الیس انیجر بررسی( به 2016همکاران )

مروری  پژوهش نیا درواقعو  پرداختند ی درختیهاشبکه

 در مورد ریاخ یهادر سال شدهانجام قاتیتحق نهیشیپ بر

 نیو همچن یدرخت یهادر شبکه گرماانتقال جرم و  مسئله

در  .بودی تکنولوژ ها دری این نوع از شبکهکاربردها

 یسازنهیشامل بهجانبی موضوعات یاد شده تحقیق 

 یدرخت یهاشبکه یبند اسیمق نی، قوانهای درختی شبکه

آشفته، انتقال  انیآرام، جر انیجر جرم در انتقال اصو خو

 یپارامترها ریتأث همچنین وی درخت یهادر شبکه گرما

قرار  ثمورد بح گرما وجرم  انشعاب بر خواص انتقال

دیفرانسیل  معادله از (2016ناوروس و همکاران ) گرفت.

  در یکگرما در جامدات  انتقال فیتوص یبرا گرما

 از فرم ضعیفمنظور  نیا یبراپرداختند و  وستهیپ طیمح

(Weak Form) و با استفاده از  معادله گرما استفاده کردند
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 یاسترنگ معرف لبرتیکه توسط گ عنصر متناهیروش 

صورت بهرا معادله گرما  شده فیضع فرم، بودشده 

درآوردند و  یو جبر لیفرانسیاز معادلات د دستگاهی

 حل کردند. سپس

سازی انتقال برای مدل گرامعادلهروش از در این پژوهش 

 .استاستفاده شدههای مختلف گرما در شبکهو جرم 

است که از  یاضیمدل ر کگرا یسازی معادله مدل

 شبکه کیدر پویا ارائه ارتباط متقابل و  یمعادلات برا

در  گریدعبارتبه (.2001)تاورنچاک،  کندیاستفاده م

تر و کوچکهای بخشابتدا شبکه به  روش مذکور،

هر برای شده و سپس دهنده خود تبدیلهای تشکیل شاخه

دامنه و  توجه به با همعادله دیفرانسیل مربوط ،شاخه

ارتباط  شود. سپسمیتعریف  رامترهای خاص خوداپ

ها ها از طریق شروط مرزی که در گرهمتقابل بین شاخه

های با استفاده از تکنیکو شده ، لحاظشوداعمال می

 ابتکاری دستگاه معادله دیفرانسیل جزئی تشکیل داده

تبدیل مسئله حل معادله دیفرانسیل در شبکه به  .شود می

گرا در شود که رویکرد حل معادلهیک دستگاه سبب می

افزار عمومی ریاضی جهت حل دستگاه معادله هر نرم

در چنین  کدنویسیمیزان اجرا باشد و دیفرانسیل قابل

در حالی که در  تر شود.یافته و سادهکاهشیی هاشبکه

عموماً یک معادله در کل تر عددی قدیمیهای روش

شود و دستگاه معادلات حاصله ی میسازگسستهشبکه 

 صورت یک دستگاه واحد برای کل شبکه تشکیل به

و  ایهای حلقهاین موضوع برای حل شبکه که شود می

بر است و زمانهایی همراه بوده و درختی با پیچیدگی

ی را سینودک ،اعمال شرایط اضافی در اتصالات شبکه

گرا  سازی معادلهکاربرد مدلاز  ییهانمونه سازد.مشکل می

های واگیردار و برخی از های گسترش بیماریدر زمینه

 تجاری کنندهنیتأمهای شبکه در خصوصمطالعات 

(Supply Networks ) در تحقیقات وایدیا و همکاران

 ضمناً .( موجود است2015( و مامو و پورناچاندرا )2015)

 از معادله ینسخه کل کی، پخش معادله که اینبا توجه به 

 های اتخاذ شده در و روش لذا نتایج ،استا گرم دیفرانسیل

گرما در شبکه، انتقال سازی تواند در مدلمی پژوهشاین 

 پخشسازی ها و مدلآلودگی در شبکه رودخانه پخش

 املاح در ریشه گیاهان مورد استفاده قرار بگیرد.
 

 ها. مبانی نظری و روش2

 . معادله پخش2-1

بر  ،(Isotropic) همسانگرددر مواد  پخش یاضیر نظریه

فرض استوار است که سرعت انتقال ماده منتشرشونده  نیا

 یریگغلظت اندازه انیمقطع متناسب با گرادسطح  کیاز 

ریاضی آن به شرح زیر است که عبارت است، شده

 (:2005هریسون، -)آدیسکات و لیدز

(1                                                              )C
J D

x


 


 

(2                                                 )
diffusion

C
W AD

x


 


 

( First Fick’s Law) یکف( که قانون اول 1در معادله )

غلظت  Cدر واحد سطح مقطع،  ماده انتقال نرخ J است،

 بیضر Dاست و  مکانیمختصات  x، در حال انتشارماده 

در را  ضریب پخش موارد ی. در برخاستپخش 

ثابت در نظر  یمنطق طوربهتوان یم قیرق یها محلول

که  است لیدل نیبه ا (1) در معادله یعلامت منف. گرفت

لازم  دهد.یغلظت رخ م شیجهت افزا خلافپخش در 

( ضرب 1در معادله ) Aبه ذکر است زمانی که سطح مقطع 

شود که بارگذاری ناشی از پدیده پخش حاصل می ،شود

 ( آمده است.2در معادله )

هرگونه تغییر شار در یک  طبق معادله پیوستگی جرم،

ت غلظت ( منجر به تغییراFinite volumeحجم متناهی )

در حالت  شود، لذا معادله دیفرانسیل پخشدر زمان می

دوم  ( قانون3( است. معادله )3ی مطابق معادله )بعدکی

 بیانگر آن است که و است (Second Fick’s Law) کیف

غلظت نسبت به زمان  رییباعث تغ ،پخش فرایند چگونه

 (:1979که به شرح زیر است )فیشر،  شود یم

(3                                                            )
2

2

C C
D

t x

 


 
 

(، اگر مقادیر ضریب پخش و سطح مقطع 3در معادله )

شکل زیر توان معادله را بهمتغیر باشد، می xنسبت به 

 نوشت:

(4                                             )( )AC C
AD

t x x
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 .EOMمختلف روش  مراحل .1شکل 

 

 Equation-Oriented) گرا. رویکرد معادله2-2

Modeling) 

های کوچکابتدا شبکه موردنظر به بخش در این رویکرد

با توجه به این  سپس ،بندی شدهتر و سازنده شبکه تقسیم

مقطع برای  حل و ضرایب پخش و سطح دامنهموضوع که 

شاخه از شبکه یک برای هر  ،هر شاخه متفاوت است

پس از تعیین شرط اولیه شود. معادله دیفرانسیل تعریف می

های مختلف شبکه از طریق اعمال ، شاخهشاخه برای هر

شرط مرزی که شامل پیوستگی غلظت و پیوستگی 

در ارتباط قرار  باهماست،  پخشبارگذاری ناشی از 

 شدهحاصلمعادلات دیفرانسیل  گریدعبارتبهگیرند.  می

 از هر شاخه را تبدیل به یک دستگاه معادلات دیفرانسیل

و سپس شرط مرزی با توجه به نوع اتصالات ه شد جزئی

شود که توضیحات کامل این ها در شبکه نوشته میشاخه

دستگاه  پایاندر  .استآورده شده 3-2موضوع در بخش 

از طریق روش خطوط حل  جزئی معادله دیفرانسیل

 شود،سازی میپیادهدو مرحله طی  یطورکلبه که شود می

با مقادیر  Cx ،Cxx مثالعنوانبه مکانیاول مشتقات در گام 

پس از انجام این مرحله  که شودجبری جایگزین می

شود می دستگاهی از معادلات دیفرانسیل معمولی تشکیل

دستگاه معادله دوم، در گام  گسسته هستند. سپس که نیمه

وش دلخواه که در این تحقیق از با ر دیفرانسیل معمولی

است، نسبت به زمان استفاده شده 4مرتبه  کوتا-رونگ

 شود.گیری میانتگرال

 

 نحوه تشکیل دستگاه معادلات دیفرانسیل. 2-3

 که یک مثال فرضی  2شکل در این بخش با توجه به

 طول، سطح مقطع،  است، هر شاخه از شبکه دارای

 طوربهغلظت مربوط به خود است. ضریب پخش و پارامتر 

های ها و زمانمکان غلظت درمقادیر بیانگر  C1مثال 

ها نیز محل تقاطع شاخههمچنین  است. 1شاخه  مختلف در

است. لذا معادلات دیفرانسیل مشخص شده Bو  Aبا 

مطابق شکل  ،ای شاخه 5شبکه در این  هر شاخهمربوط به 

 .( است2)
 

1 1 1

1 1

2 2 2

2 2

3 3 3

3 3

4 4 4

4 4

5 5 5

5 5

( )

( )

( )

( )

( )

A C C
A D

t x x

A C C
A D

t x x

A C C
A D

t x x

A C C
A D

t x x

A C C
A D

t x x

   
  

   
   

  
   

   
  

   
   

  
   

      
    

 

 
 

 .در نقاط تقاطع یدستگاه و شرط مرز لیتشک یچگونگ شیجهت نما یفرض ایشاخه 5شبکه  .2شکل 

معادله دیفرانسیل 

 متناظر با هر شاخه
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است، در  پخشای که تنها پدیده غالب در آن در شبکه

 شود دو شرط مرزی اعمال باید هاشاخه تقاطعنقطه 

 (: 2011)هیکسون و همکاران، 

که مجموع  نوع دوم )نویمان( شرط مرزییک( 

را در نقطه تقاطع برابر  پخشبارگذاری ناشی از پدیده 

 صفر کند.

دیر که پیوستگی مقا نوع اول )دیریکله( شرط مرزیدو( 

 غلظت را در نقطه تقاطع لحاظ کند.

در بالا، مجموع بارگذاری غلظت  ذکرشدهنکته با توجه به 

یعنی  4 و 3و  2های در نقطه تقاطع شاخه پخشناشی از 

 باهم 5و4و1هایکه شاخه Bبرای گره  همچنین و Aنقطه 

 Aمرزی در نقطه  طوبرابر صفر است. لذا شر ،تلاقی دارند

 به شرح زیر است: Bو 

(5   )     
32 4

2 2 3 3 4 4

2 3 4

0
:

CC C
A D A D A D

BC at A x x x

C C C

 
   

  

 






 

(6  )      
51 4

1 1 4 4 5 5

1 4 5

0
:

CC C
A D A D A D

BC at B x x x

C C C

 
   

  

 






 

( مربوط به شرایط 6( و )5در معادلات ) ذکرشدهنکات 

و نقاط  هاسرشاخههاست، در خصوص مرزی در گره

توان مقدار فیزیک مسئله می بنا برها انتهایی شاخه

غلظت را تعریف کرد.  مقادیر یا ناشی از پخش بارگذاری

شرط مرزی نوع اول است  ،اگر مقادیر غلظت اعمال شود

نام دارد  (Dirichlet Boundary Condition) ریکلهیکه د

باشد که مشتق  پخشو اگر از نوع بارگذاری ناشی از 

غلظت در عبارت وجود دارد، شرط مرزی نوع دوم است 

 Neumann Boundary) مانویکه شرط مرزی ن

Condition)  ،(. در این 2003است )پولیانین و زایتسف

مان برای ویریکله و نیاز هر دو شرط مرزی د پژوهش

است اما برای گره انتهایی های شبکه استفاده شدهسرشاخه

مان استفاده شدهویهای پایانی شبکه، از شرط مرزی نشاخه

 است.

( و 5و معادلات ) 2موجود در شکل برای تعمیم روابط 

ماتریسی  صورتبهای باید معادلات شاخه Nبه شبکه  (6)

شکل ، که بهشودنوشته شود و دستگاه معادلات تشکیل 

 زیر است:

(7  )     

1 1 1 1 1

1 1N N N N NN N

A C A D C x

t x

A C A D C x
 

    
   
    
   

    
   
       

 

باید دستگاه دیگری برای شروط مرزی تشکیل  همچنین

ها به یکدیگر داده شود که با توجه به نوع اتصالات شاخه

 است.روابط متفاوت 
 

تبدیل دامنه معادلات دستگاه دیفرانسیل به بازه . 2-4

]1,0[ 

مثال شبکه ریشه گیاهان، شبکه  طوربهای در هر شبکه

رودخانه، شبکه عصبی بدن یا شبکه میکروکانال، ممکن 

لذا برای حل این  ،برابر نباشند باهمها است طول شاخه

دستگاه معادله دیفرانسیل باید همه  صورتبهها شبکه

در  گریدعبارتبهبعد شود. بی xمعادلات در راستای 

( مشکل اصلی در حل دستگاه این است که طول 7معادله )

لذا  ،نیست حلقابلبرابر نیست و دستگاه  باهمها شاخه

xیک متغیر  بعد کردن معادلات لازم استجهت بی
* 

x از رابطه که ،شودتعریف 
*
=x/L در این  .آیددست میبه

 هاهاست. در نتیجه تمامی شاخهطول واقعی شاخه Lرابطه 

های متفاوت شاخهشوند تا اثر طولحل می 1تا  0در بازه 

( برای 7معادله ) شدهنکات گفته به ها از بین برود. با توجه

بیاید که  ( در8شکل معادله )دستگاه باید به صورتبهحل 

 است:زیر  شرحبه 

(8              )

1 1

12

1 1 1

1

2

1

N N N NN

N

N N

A D
C x

A C L

t x

A C A D
C x

L









 

 


 

 

 
 

   
   
   
   
   
   
    

 
 

 

 

 (Method of Lines) روش خطوط .2-5

معادله  دستگاه ها جهت حلیکی از کارآمدترین روش

( استفاده از روش خطوط 8دیفرانسیل جزئی مطابق معادله )

افزارها به این روش معادله است که بسیاری از نرم
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 ،اصلی روش خطوط کنند. ایدهدیفرانسیل را حل می

در  (Spatial Derivatives) جایگزینی مشتقات مکانی

 Algebraic) های جبریمعادله دیفرانسیل با تقریب

Approximations) است. بنابراین تنها متغیر مقدار اولیه 

ماند. در یک مسئله فیزیکی باقی می است، معمولاً زمان که

مانده، باقی، با تنها یک متغیر مستقل گریدعبارتبه

 Ordinary) دستگاهی از معادلات دیفرانسیل معمولی

Differential Equation) آید که به معادله دست میبه

دیفرانسیل جزئی اصلی تقریب دارند. لذا چالش اصلی، 

معادلات دیفرانسیل  دستگاهی ازکردن  بندیفرمول

گیری را پس از آن هر الگوریتم انتگرال که است معمولی

تا یک جواب عددی  اعمال کرد آنها بر رویوان تمی

تقریبی برای معادلات دیفرانسیل جزئی محاسبه شود 

(. اگر یک معادله دیفرانسیل 2009، ثیفیو گر سریش)

 جزئی به فرم زیر باشد، روش خطوط به شرح زیر است:

(9                     )( ) , , 0t L Rx x x t   C f C 

 (:9در معادله )

Ct : متغیرهای وابسته )غلظت یا دما(مشتق ماتریس 

 زمان است. برحسب

C : ماتریس متغیرهای وابسته 

x :( یبعدکیمکان در جهت افقی محور کارتزین) 

f :های وابسته یعنی غلظت، رتابعی دلخواه از متغی

دهنده معادله دیفرانسیل های تشکیلجمله گرید عبارت به

 f (x, t, C, Cx, Cxx, …)جزئی در طرف چپ تساوی یعنی 

باشد، در مرحله اول  پخش جمله fاگر فرض شود تابع 

صورت گیرد که  xدر مکان یعنی  یسازگسستهباید 

 شکل زیر است: به

(10                 )
2

1 1

2 2

2i i i

x x

  
   

 

C C CC
f D D 

i  شاخصی است که موقعیت را در امتداد یک شبکه درx 

در طول شبکه است.  گام مکانی Δxکند و تعیین می

است. بنابراین تقریب  پخشماتریس ضرایب  D همچنین

 شود:شکل زیر می( به10معادله )

(11           )1 1

2

2
, 1i i i id

i M
dt x

  
   



C C C C
D 

معادله فوق یک دستگاه معادله دیفرانسیل معمولی است 

زیرا در این دستگاه یک متغیر مستقل وجود دارد، که آن 

که در مشتقات مکانی  ابتدا خطوط در روشاست.  tهم 

،(10رابطه )
2

2x





C شوداست با مقادیر جبری جایگزین می 

گاه معادلات دیفرانسیل معمولی به معادله تدس کهیطوربه

کند. در گام بعدی دیفرانسیل جزئی اصلی تقریب پیدا می

باید شرط اولیه و شرط مرزی هر شاخه اعمال شود و پس 

 tمعادلات دیفرانسیل معمولی نسبت به  یریگانتگرالاز آن 

معادلات  گیریانتگرال منظوربهگیرد. میصورت

های بسیار زیادی وجود دارد که دیفرانسیل معمولی روش

 4مرتبه  کوتا-رونگها، روش روش تریندقیقیکی از 

 واست مورد استفاده قرار گرفته پژوهشاست که در این 

 موجود است. (2020رومئو )تحقیق در  آنجزئیات 

 

 با یك مدل عددی گرا معادله مدل جینتا مقایسه. 2-6

گرا، یک مدل ی نتایج مدل معادلهجسنجهت درستی

رخ غلظت اجرا شد و نیم 3 شماره شبکهعددی دیگر برای 

های مختلف از در زمان 3-5-9-2-1مسیر آلودگی در 

عددی  های در روشمقایسه شدند.  یکدیگرسازی با مدل

یک معادله دیفرانسیل در  ،گراروش معادله برخلاف پیشین

شد و یک دستگاه معادله دیفرانسیل  کل شبکه گسسته

برای  همچنینو  واحد برای کل شبکه ایجاد شد

پسمتناهی سازی مشتقات مکانی از روش تفاضل  گسسته

سازی در زمان نیز از طرح ضمنی کامل رو و برای گسسته

پارامتر خطای آماری بین نتایج روش  3استفاده شد. سپس 

اند محاسبه شد که عبارتدیگر گرا و روش عددی معادله

 از:

Rضریب همبستگی ) -
 این پارامتر بیان دارد که (: 2

آلودگی در دو روش تا چه میزانی بر هم رخ غلظت نیم

 1منطبق هستند و هرچه مقدار ضریب همبستگی به 

تر باشد، انطباق مقادیر غلظت در دو روش بیشتر نزدیک

 است.

(: یکی از RMSEخطای جذر میانگین مربعات ) -

گیری اختلاف بین مقادیر پارامترهای پرکاربرد برای اندازه
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ر یا مقدار واقعی است. سازی شده با یک مدل دیگمدل

تر باشد، بیانگر مقدار این پارامتر هرچه به صفر نزدیک

 سازی است.بین دو روش مدل کمترخطای 

(: این پارامتر خطا نیز مانند MAEمیانگین خطای مطلق ) -

RMSE بیانگر میزان انطباق و نزدیکی مقادیر غلظت ،

ن سازی است که مقدار بهینه ایدر دو روش مدلآلودگی 

  پارامتر نیز صفر است.

گرا در شبکه در فلوچارت روند کلی رویکرد حل معادله

 .آمده است 3شکل 

 

 . نتایج و بحث3

 ها.کلیات مدل3-1

رویکرد  ازبرای حل معادله پخش در شبکه با استفاده 

مدل گرا، سه شبکه مختلف در نظر گرفته شد. معادله

ساختار  2مدل شماره ساختار درختی و  3و  1 شماره

ها، د. شرط مرزی ابتدای سرشاخهنای دارحلقه-درختی

بارگذاری غلظت یا مقادیر غلظت تعریف  صورت به

نسبت به زمان متغیر هستند. مقادیر سطح مقطع و است شده

ثابت  xها نسبت به و ضریب پخش در طول هر شاخه

 همچنیناما مقادیر آن برای هر شاخه متفاوت است.  ،است

 منظوربهو  در نقاط پایانی شبکه شرط مرزی نویمان اعمال

های از شاخه شدهحاصلحل دستگاه معادله دیفرانسیل 

است. برای از روش خطوط استفاده شده ،مختلف شبکه

 ای شماره از شبکه گره هر به ،مکانی غلظت رخنیمنمایش 

 صورتبههای مدل است و خروجیاختصاص داده شده

است. ها آورده شدهشماره گره ل ازمتشکمسیر یک 

در  شدهاستفادههای توضیحات کلی در خصوص شبکه

 .است آمده( 1، در جدول )این پژوهش
 

 
 .شبکه در گرامعادله سازیروش مدل یفلوچارت کل .3شکل 
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 سازی شده.های مدلکلی در مورد هدف و نوع شبکه . توضیحات1جدول 

 توضیحات نوع شبکه عنوان مثال

 جرمسازی انتقال : مدل1 مدل

( توسط پدیده پخش در ریشه املاح)

 گیاهان

 ایشاخه 11 درختی

در . در این شبکه استشاخه  11 دارای یک شبکه درختی است که

 در نظربارگذاری غلظت یکسان  7و3،  6و2، 9 و 1های شاخهسر

، گولیک و اسکات) است. این شبکه درختی از تحقیقگرفته شده

های است که به بررسی اشکال و فرمالهام گرفته شده (2011

 است.های گیاهان پرداختهمختلف ریشه

سازی انتقال گرما در : مدل2 مدل

 شبکه
 ایشاخه 10ای حلقه-درختی

خنکهای های رایج برای طراحی سیستمیکی از شبکهاین شبکه 

الهام گرفته شده (2012، یو و همکاران) است که از تحقیق کننده

سازی است. هدف از آوردن این شبکه این بود که مدل جهت مدل

معادله  اساساًای اجرا شود چون انتقال گرما برای یک شبکه حلقه

دیفرانسیل انتقال گرما و معادله دیفرانسیل پخش یکسان هستند. این 

در ابتدای شاخه  مستقیماًشاخه هست و مقادیر دما  10شبکه دارای 

 است.شرط مرزی دیریکله اعمال شده عنوانبهاول 

 جرمسازی انتقال : مدل3 مدل

( توسط پدیده پخش در آلودگی)

 رودخانهشبکه 

 ایشاخه 15درختی 

شاخه است. شار آلودگی از ابتدای  15این شبکه درختی دارای 

است و قرار است توزیع غلظت آلودگی در اعمال شده 1شاخه 

خروجی مدل حاصل شود. این شبکه درختی  عنوانبهتمامی شاخه 

 است.الهام گرفته شده (2003، الحاربی و همکاران) از تحقیق
 

 ، از یک روش عددی3مدل شماره برای  قسمت نتایجدر 

گرا سازی معادلهنتایج مدل سنجیدرستی جهت دیگر

روش معادله برخلافدر روش عددی . استاستفاده شده

معادله پخش در کل شبکه گسسته سازی شد و  ،گرا

یک  صورتبه شدهحاصلدستگاه معادلات دیفرانسیل 

دستگاه واحد برای کل شبکه تشکیل شد و در نقاط اتصال 

تر کرد و از طرح ضمنی کامل کدنویسی را طولانی شاخه

(Fully implicit) تفاضلو روش  سازی زمانبرای گسسته 

 در ادامه سازی مکانی استفاده شد.رو برای گسستهپس

محاسبه شد و  MAEو  RMSE شاملپارامترهای خطا 

Rسازی با پارامتر روند بودن دو مدلمیزان هم همچنین
2 

( جدول مربوط به نتایج 1-4-3که در بخش ) مشخص شد

 گرا روش عددی کلاسیک و روش معادله سنجیدرستی

 است.آورده شده

 

 1 مدلنتایج . 3-2

 ی درخت ای با ساختارشاخه 11 ، شبکهاولدر مثال 

 

است. مشخصات طول و در نظر گرفته شده 4شکل مطابق 

هر شاخه از شبکه مطابق  پخشسطح مقطع و ضریب 

سازی در این . زمان کل مدلاستآورده شده 2جدول 

ها از اعداد گذاری گرهثانیه است. برای نام 120شبکه 

 صورتبهسازی مدل هایخروجی و استاستفاده شده

است. آورده شده غلظت در طول مسیرتغییرات  رخ  نیم

غلظت اعمال  شار 9،7،6،3،2،1در نقاط  همچنین

آورده  5در شکل  که در زمان متغیر است و است شده

 .است شده

 
 .1شبکه درختی شماره  .4شکل 
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 .1های مختلف مدل شماره مشخصات شاخه .2جدول 

mmسطح مقطع) (mm) شاخهطول  شماره شاخه
 (cm/s) ضریب پراکندگی (2

5-1 ،9-1 10 03/0 02/0 

4-2 ،5-4 ،11-5 ،12-11 30 121/0 085/0 

8-6 ،10-8 ،11-10 30 068/0 085/0 

4-3 ،8-7 10 03/0 02/0 
 

 

 .1های مختلف مدل شماره در گره شدهاعمالشار غلظت  .5شکل 
 

 12-11-5-4-2مکانی غلظت در مسیر  رخنیم. 3-2-1

 12-11-10-8-6و 

-2زمان مختلف برای مسیرهای  6 مکانی غلظت در رخنیم

است. آمده 6در شکل  12-11-10-8-6و  4-5-11-12

( 6مطابق شکل )برای این دو مسیر  یسازمدللذا نتایج 

 است.
 

   

   
 .12-11-10-8-6و  12-11-5-4-2 ریغلظت در مس رخنیم .6شکل 
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است، آورده شده 5طبق نمودار بارگذاری که در شکل 

 دلیل سطح مقطعیکسان است اما به 6 و 2بارگذاری گره 

بیشتر  6غلظت در گره  شار ریتأثرود انتظار میتر کوچک

شود و میزان میباشد که در خروجی مدل هم این اثر دیده

 .بیشتر است 6برای گره  سازیمدل غلظت در ابتدای زمان

 5در گره  ، مقادیر غلظتبا گذشت زمان جیتدربهاما 

شرط مرزی است که  اعمال آندلیل  یابد کهمیافزایش 

کند ناشی از پخش را معادل صفر می شار ،در انتهای شبکه

ود، لذا با ش منزوی موردنظرشود انتهای شبکه باعث می و

هر دو جهت  پخش درپدیده  به این موضوع که توجه

غلظت که به گره مقادیر  ،در حال رخ دادن است x محور

موجب  5زند و در نقطه مجدد پس می اند،رسیده 12

شود تکرار می قدرآنو این عمل  شودافزایش غلظت می

که کل سیستم به یک غلظت ثابت رسیده و گرادیان 

 .از بین رفته باشدغلظت 

 

-11-10-8-7مکانی غلظت در مسیر  رخنیم. 3-2-2

 12-11-5-4-3و  12

-7زمان مختلف برای مسیرهای  6 مکانی غلظت در رخنیم

است.  آمده 7در شکل  12-11-5-4-3و  8-10-11-12

( 7مطابق شکل )سازی برای این دو مسیر لذا نتایج مدل

 است.

یکسان  7 و 3، بارگذاری غلظت در گره 5طبق شکل 

سطح مقطع و ضریب پخش  ،طول ،1جدول  مطابقاست و 

برابر است، لذا در ابتدای زمان  8-7و  4-3برای شاخه 

 طبق بربرای این مسیر منمکانی غلظت  رخنیمسازی مدل

زمان و بیانگر عملکرد صحیح مدل است. اما در  هم است

مکانی غلظت در این دو  رخنیمای از اختلاف نشانه 27/0

شود، که دلیل این اختلاف در بخش قبلی مسیر نمایان می

شرط  بر اثرزدن غلظت آن، پس منشأتوضیح داده شد و 

غلظت از  سوی دیگراست و از  12مرزی نویمان در گره 

در  تاًینهاشروع به حرکت کرده و  3 و 2و1 هایسرشاخه

باعث افزایش غلظت در پیوندند و به یکدیگر می 5نقطه 

غلظت در مسیر  مروربهبا گذشت زمان  شود.آن نقطه می

و مقادیر  شودنزدیک میپایا  حالتبه 7-8-10-12-11

 غلظت روند کاهشی دارد.

 

   

   
 .12-11-10-8-7و  12-11-5-4-3مکانی غلظت در مسیر  رخنیم .7شکل 
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و  12-11-5-1مکانی غلظت در مسیر  رخنیم. 3-2-3

9-10-11-12 

-1زمان مختلف برای مسیرهای  6 مکانی غلظت در رخنیم

نتایج  آمده است و 8در شکل  12-11-10-9و  5-11-12

 ( است.8مطابق شکل )سازی برای این دو مسیر مدل

مطابق  9و  1با توجه به الگوی بارگذاری غلظت برای گره 

دلیل به 9، بارگذاری هر دو یکسان است اما شاخه 5شکل 

افزایش غلظت  ریتأثتحت مقطعشتر بودن سطح کوچک

این موضوع مشخص  7شکل  گیرد که دربیشتری قرار می

-1زدن غلظت، انتهای شاخه دلیل پساست. اما در ادامه به

بهو غلظت در این نقطه  قرار گرفته ریتأثتحت 5در گره  5

 مقادیر غلظت در با گذشت زمان رود. امابالا می شدت

 گرادیانو  رسدمی حالت پایداربه 12-11-10-9شاخه 

اما باید در نظر گرفت حالت  ذکرشدهمسیرهای  در غلظت

 دهد.رخ می تینهایبماندگار همیشه در زمان 

 

 2. نتایج مدل 3-3

 10متشکل از  درختی-ایشبکه حلقهیک در مثال دوم، 

سطح  ،است. طولدر نظر گرفته شده 9مطابق شکل  شاخه

 3 شاخه از شبکه مطابق جدول برایمقطع و ضریب پخش 

در این  انتقال گرماسازی . زمان کل مدلاستآورده شده

 عنوانبه دماثانیه است. در این مثال مقادیر  120شبکه 

است، که در اعمال شده 1شرط مرزی دیریکله در گره 

 است.آورده شده 10شکل 
 

   

   
 .12-11-10-9و  12-11-5-1مکانی غلظت در مسیر  رخنیم .8شکل 

 

 
 .2ای شماره شبکه حلقه .9شکل 
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 .2های مختلف مدل شماره مشخصات شاخه .3جدول 

mmسطح مقطع) (mm) طول شاخه شماره شاخه
 (cm/s) ضریب پراکندگی (2

2-1 25 137/0 0612/0 

3-2 ،4-2 ،7-5 ،7-6 15 0684/0 289/0 

5-3 ،6-4 10 0357/0 0193/0 
 

 

 .2شبکه شماره  1مقادیر غلظت در گره  .10شکل 
 

  8-7-5-3-2-1مکانی غلظت در مسیر  رخنیم. 3-3-1

-1زمان مختلف برای مسیرهای  7 مکانی غلظت در رخنیم

سازی  . لذا نتایج مدلآمده است 11در شکل  2-3-5-7-8

 .( است11مطابق شکل )برای این مسیر 
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 .8-7-5-3-2-1 ریغلظت در مس یمکان رخنیم .11شکل 

 

 اعمال  1در گره  دماکه ذکر شد مقادیر  طورهمان

 ریکله است. یاست، لذا شرط مرزی از نوع دشده

  کاملاًهای خروجی در گراف 1مقادیر غلظت در گره 

 غلظت  9مطابقت دارند. طبق شکل  شدهاعمالبا مقادیر 

 ابتدا روند صعودی دارد و پس از آن  1در گره 

 شود که همین روند نزولی دارد و سپس ثابت می روند

 ابتدای. در استقابل مشاهدهخروجی نیز های شکلدر 

بالا  2-1اول یعنی  در شاخه شدتبه دما ،سازیمدل

 بر اثر انتقال گرما در با گذشت زمانسپس  ،رود می

که از  طورهمانو  افتهیشیافزادما در طول مسیر  شبکه،

روند  های مختلف مشخص است،رخ دما در طی زمان نیم

 .رودمی پایاحالتسمت در طول شبکه بهدما کلی تغییرات 

 پخشها دارای ضریب با توجه به این موضوع که زیرشاخه

های مختلف رو سطح مقطع یکسان هستند لذا نتایج مسی

 رخنیممنتهی به انتهای شبکه همه یکسان است، بنابراین 

نگر نتایج باقی تواند بیامی 8-7-5-3-2-1غلظت در مسیر 

 مسیرها نیز باشد.
 

 3نتایج شبکه شماره  .3-4

  15شامل  درختی ای با ساختار، شبکهسومدر مثال 

 است. در نظر گرفته شده 12شکل  صورت به شاخه

  هایشاخه پخشسطح مقطع و ضریب  ،طول

 که از  طورهمان است. 4جدول  مطابق مختلف

 مشخص است، این شبکه قرینه است. 4مقادیر جدول 

 ساعت 60در این شبکه  آلودگی سازیمدل مدت زمان

در این شبکه  آلودگیپخش سازی مدل است. خروجی

است.  مشاهده قابل 14شکل  در 9-5-3-2-1برای مسیر 

 صورتبه آلودگی شار 1گره  لازم به ذکر است که در

 تغییرات غلظت و استتعریف شده ایمثلثی و پلهتابع 

آورده  13در شکل  نیز ،متناظر با آن شار آلودگی

 .است شده

 
 .3شبکه درختی شماره  .12شکل 
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 .3های مختلف مدل شماره مشخصات شاخه .4جدول 

mسطح مقطع) (m) طول شاخه شماره شاخه
 (cm/s) ضریب پراکندگی (2

2-1 2000 125/0 31 

 9/27 0625/0 1000 4-2و  3-2

8-4،7-4،6-3،5-3 750 03125/0 45/23 

9-5 ،10-5 ،11-6 ،12-6 ،

13-7 ،14-7 ،15-8 ،16-8 
500 015625/0 84/19 

 

 
 .2برای مدل شماره  1شار غلظت و بارگذاری متناظر آن در گره  .13شکل 

 

  9-5-3-2-1مکانی غلظت مسیر  رخنیم. 3-4-1

ها و سطح مقطع در زیرشاخه پخشضریب  کهییازآنجا

مدل توان برای نمایش خروجیبرابر است لذا می باهم

های منتهی به انتهای شبکه را راین شبکه یکی از مسی سازی

بر این سازی همنتایج حاصل از مدل و کردانتخاب 

 کاملاًموضوع صحه گذاشته و نتایج مسیرهای مختلف 

خطوط مشکی  14در شکل  است.دست آمدهیکسان به

گرا و خطوط قرمز بیانگر منقطع بیانگر نتایج مدل معادله

های نتایج یک مدل عددی دیگر است که در زمان

 14در شکل اند. شدهمختلف برای مقایسه نتایج ترسیم

آورده  9-5-3-2-1در مسیر  توزیع مکانی غلظت

 است. شده

 نسبت به زمان متغیر بوده  آلودگیشار  13شکل  مطابق

در شرایط ناپایدار  پخش آلودگی در شبکه سازیو مدل

 در  ، 14شکل صورت گرفته است. اما با توجه به

 بالا رفته  شدتبه (2-1)غلظت در شاخه  167/0زمان 

 و دوباره در  افتهیکاهشزمان  مروربهو پس از آن 

ای اعمال پله صورتبهشار غلظت که  واسطهبه 46/0زمان 

-1) شاخه خصوصبهها است، مقادیر غلظت در شاخهشده

رسد. پس از بیشینه مقدار خود میبه و  افتهیشیافزا( 2

در کل شبکه  آلودگی غلظت 1اتمام شار ورودی به گره 

 نهیشیبمقدار  4/0حدود  که کند به مقدار ثابت میل می

مشخص  1این مقدار در زمان  غلظت آلودگی است که

  است.

تر ذکر شد از یک روش که پیش طورهماندر این مثال 

سازی معادلهنتایج مدل سنجیدرستیعددی دیگر جهت 

(، مقادیر 5که در جدول )است گرا استفاده شده

  سازی ارائه شده است. پارامترهای خطا بین دو مدل
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 .1برای شبکه شماره  9-5-3-2-1مکانی غلظت در مسیر  رخنیم .14شکل 

 

 .3برای مدل شماره  9-5-3-2-1سازی در مسیر مقادیر پارامترهای خطا بین دو مدل. 5جدول 

t/tmax  همبستگی )ضریبR
 MAEخطای  RMSEخطای  (2

16/0 1 0037/0 0026/0 

25/0 99/0 0061/0 0046/0 

46/0 99/0 0102/0 0083/0 

54/0 99/0 0125/0 0108/0 

625/0 99/0 0114/0 0104/0 

1 99/0 0067/0 0061/0 

 

مقادیر ضریب همبستگی برای زمان 5با توجه به جدول 

که مقدار  استدست آمدهبه 1 معادل باًیتقر ،های مختلف

 رخنیمبهینه این پارامتر است و بیانگر این است که روند 

بر هم منطبق  کاملاًسازی در هر دو مدل آلودگی غلظت

در تمامی  ،5مطابق جدول  MAEو  RMSEاست. خطای 

 که استدست آمدهبهصفر  ها با تقریب مناسبی برابرزمان

 بیانگر این است که اختلاف مقادیر غلظت آلودگی

گرا و روش عددی شده توسط مدل معادله برآورد
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که در آن  14 شکل . با توجه بهکلاسیک ناچیز است

گرا و روش عددی معادله سازیمدل مقایسه نتایج

دست بهو مقادیر خطای  کلاسیک صورت گرفته است

سازی مدلنتایج که توان گفت می ،5آمده در جدول 

دقت خوبی برخوردار است و با توجه به از گرا معادله

به آن  کامل طور بهکه در بخش قبل  های این روشمزیت

سازی پدیدهدر مدل رویکرد این از توانمی ،پرداخته شد

ای هایی با ساختار درختی و حلقههای مختلف در شبکه

 کرد.استفاده

 

 گیری. نتیجه4

بعدی گرا جهت حل یکرویکرد معادله ،در این پژوهش

واع ناز ا شبکه مختلف 3 در ،پخشمعادله دیفرانسیل 

. برای حل دستگاه به کار گرفته شد ایدرختی و حلقه

که در  ،معادلات دیفرانسیل از روش خطوط استفاده شد

و  ندگام اول مقادیر جبری جایگزین مشتقات مکانی شد

از  ،شدهحاصل مولیمعسپس دستگاه معادلات دیفرانسیل 

 پایاندر و  شداعمال شروط مرزی و اولیه تکمیل طریق 

 معادلات دیفرانسیل گیری نسبت به زمان برایانتگرال

شرط مرزی لازم به ذکر است که صورت گرفت.  معمولی

ها شامل پیوستگی غلظت و پیوستگی در نقاط تقاطع شاخه

 سنجیجهت درستی. بود پخشبارگذاری ناشی از پدیده 

عددی دیگر  سازییک مدلاز ، 3شماره  مدلبرای نتایج 

در شبکه  دیفرانسیل به حل معادله تر قدیمی روشکه به

و شدند باهم مقایسه  روش 2نتایج  .، استفاده شدپردازد می

ها بر یکدیگر منطبق رخ غلظت آلودگی در تمامی زماننیم

 گریکدهای مختلف به یو در نقاط تقاطع شاخه بودند

 هادر سرشاخه وجود نداشت. همچنینناپیوستگی غلظت 

که مقادیر بارگذاری ناشی از پخش یا مقدار غلظت اعمال 

مقادیر  داشت. همخوانیبا نتایج خروجی  کامل طوربه ،شد

R
2  ،RMSE  وMAE سازی بین نتایج دو روش مدل

R) ضریب همبستگیمقادیر  محاسبه شدند.
نتایج دو بین  (2

قرار  1تا  99/0های مختلف بین در زمانسازی مدلروش 

در هر  غلظت که بیانگر این است که روند تغییرات داشت

خطای شامل پارامتر دیگر  2 .یکسان است کاملاًدو روش 

میانگین خطای مطلق  و (RMSEجذر میانگین مربعات )

(MAE)  که مقادیر این  روش محاسبه شد 2بین نتایج

که مقدار  ها صفر بودبرای تمامی زمان باًیتقرخطاها نیز 

لذا با توجه به نتایج  ای برای هر دو پارامتر خطا است.بهینه

برای حل معادله دیفرانسیل  گرامعادله روش ،آمدهدستبه

از دقت بالایی برخوردار در شبکه پاسخ مناسبی داشت و 

انعطافگرا سازی معادلهروش مدل اولین مزیت بود.

جملهقادر است است که کاربر بالای این روش  یریپذ

نتیجه  کرده وهای مختلفی را به معادله دیفرانسیل اضافه 

در مدلبه معادله دیفرانسیل را  جملهکردن یک  اضافه

های بیشتری سازی مشاهده کند و از این طریق پیچیدگی

مزیت دوم این است که مدلسازی لحاظ کند. را در مدل

به ایحلقه اختار درختی وسبا  پیچیدههای سازی شبکه

کدنویسی حل  های کلاسیک نیست وسازیمدل یسخت

تنظیم شرایط  با توجه به هامعادله دیفرانسیل در این شبکه

سازی هیل مدلکاهش یافته و باعث تسها مرزی بین شاخه

سومین مزیت این است که مراحل  شود.ها میدر این شبکه

 بیشترطی شده برای حل معادله دیفرانسیل در شبکه با 

و  حلقابلافزارهای مختص حل معادله دیفرانسیلی  نرم

 ،های اخیردر سالبه این موضوع که اجراست و با توجه 

حل  عمومی جهتافزارهای رویکرد استفاده از نرم

افزارهای تجاری یا معادلات دیفرانسیل با استفاده از نرم

 این تحقیق لذا ،استرایج شده (Open Source)باز متن

برای تبدیل معادلات شبکه به  جدید و مناسبرویکردی 

در پایان  باشد. حلقابلافزارها که در این نرم است فرمی

باید عنوان داشت که رویکرد ارائه شده در این تحقیق تنها 

شبکه نیست و با مختص حل معادله دیفرانسیل پخش در 

-جاییای اعم از جابهتوان هر نوع معادلهاین روش می

 .کردپراکندگی و... را در شبکه موردنظر حل 

 

مراجع
 

Addiscott, T. M., & Leeds-Harrison, P. (2005). 

DIFFUSION. Encyclopdeia of Soils in the 

Environment, 389-394. 

https://doi.org/https://doi.org/10.1016/B0-12-



 1402، پاییز 3، شماره 49فیزیك زمین و فضا، دوره                                                          666

 

348530-4/00346-5  

Alharbi, A. Y., Pence, D. V., & Cullion, R. N. 

(2003). Fluid Flow Through Microscale 

Fractal-Like Branching Channel Networks. 

Journal of Fluids Engineering, 125(6), 1051-

1057. https://doi.org/10.1115/1.1625684. 

Campos, D., Mendez, V., & Fort, J. (2004). 

Description of diffusive and propagative 

behavior on fractals. Phys Rev E Stat Nonlin 

Soft Matter Phys, 69(3 Pt 1), 031115. 

https://doi.org/10.1103/PhysRevE.69.031115  

Carslaw, H. S., & Jaeger, J. C. (1959). 

Conduction of Heat in Solids (second edition 

ed.). Oxford University  

Chen, Y., & Cheng, P. (2002). Heat transfer and 

pressure drop in fractal tree-like microchannel 

nets. International Journal of Heat and Mass 

Transfer, 45(13), 2643-2648. 

https://doi.org/10.1016/s0017-9310(02)00013-

3. 

Chung, S.-Y., Chung, Y.-S., & Kim, J.-H. (2007). 

Diffusion and Elastic Equations on Networks. 

Publications of the Research Institute for 

Mathematical Sciences, 43(3), 699-725. 

doi:10.2977/prims/1201012039 

Chung, S.-Y., & Choi, M.-J. (2017). A new 

condition for blow-up solutions to discrete 

semilinear heat equations on networks. 

Computers & Mathematics with Applications, 

74(12), 2929-2939. 

https://doi.org/10.1016/j.camwa.2017.07.030  

Crank, J. (1975). The Mathematics of Diffusion. 

Oxford University Press . 

Dadvar, M., & Sahimi, M. (2007). The effective 

diffusivities in porous media with and without 

nonlinear reactions. Chemical Engineering 

Science, 62(5), 1466-1476. 

https://doi.org/10.1016/j.ces.2006.12.002. 

F.Miguel, A., & O.Rocha, L. A. (2018). Tree-

Shaped Fluid Flow and Heat Transfer. 

https://doi.org/10.1007/978-3-319-73260-2  

Fan, W.,   & Liu, F. (2018). A numerical method 

for solving the two-dimensional distributed 

order space-fractional diffusion equation on an 

irregular convex domain. Applied 

Mathematics Letters, 77, 114-121. 

https://doi.org/10.1016/j.aml.2017.10.005. 

Fischer, H. B. (1979). Mixing in inland and 

coastal waters. Academic Press. Publisher 

description 

http://www.loc.gov/catdir/description/els031/7

8022524.html 

Gulick, D., & Scott, J. (2011). The Beauty of 

Fractals. 

https://doi.org/10.1017/cbo9780883859711  

Hickson, R. I., Barry, S. I., Mercer, G. N., & 

Sidhu, H. S. (2011). Finite difference schemes 

for multilayer diffusion. Mathematical and 

Computer Modelling, 54(1-2), 210-220. 

https://doi.org/10.1016/j.mcm.2011.02.003. 

Johnson, A. R., Hatfield, C. A., & Milne, B. T. 

(1995). Simulated diffusion dynamics in river 

networks. Ecological Modelling, 83(3), 311-

325. https://doi.org/10.1016/0304-

3800(94)00107-9. 

Liu, C., Xie, D., She, W., Liu, Z., Liu, G., Yang, 

L. & Zhang, Y. (2018). Numerical modelling 

of elastic modulus and diffusion coefficient of 

concrete as a three-phase composite material. 

Construction and Building Materials, 189, 

1251-1263. 

Mamo, D., & Purnachandra Rao, K. (2015). 

Mathematical Modeling and Simulation Study 

of SEIR disease and Data Fitting of Ebola 

Epidemic spreading in West Africa. Journal of 

Multidisciplinary Engineering Science and 

Technology, 2, 3159-0040. 

Milišić, H., Hadžić, E., & Jusić, S. (2020). 2020//. 

Estimation of Longitudinal Dispersion 

Coefficient Using Field Experimental Data 

and 1D Numerical Model of Solute Transport. 

Paper presented at the Advanced 

Technologies, Systems, and Applications IV-

Proceedings of the International Symposium 

on Innovative and Interdisciplinary 

Applications of Advanced Technologies (IAT 

2019), Cham. 

Naveros, I., C.Ghiaus, Ordonez, J., & Ruiz, D. P. 

(2016). Thermal Networks From The Heat 

Equation By Using The Finite Element 

Method. WIT Press, 106, 33-43. 

https://doi.org/10.2495/HT160041. 

Neira, J., Ortiz, M., Morales, L., & Acevedo, E. 

(2015). Oxygen diffusion in soils: 

understanding the factors and processes 

needed for modeling. Chilean journal of 

agricultural research, 75, 35-44. 

Poli︠ a︡nin, A. D., & Zaĭt︠ s︡ev, V. F. (2003). 
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