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 چكيده
مده دست آ ه نتايج ب،آنو ميزان  بسته به نوع  وناپذير است هاي ژئوفيزيكي امري اجتناب گيري  و اندازهتحقيقات حضور نوفه در اًعموم

از طرف ديگر، .  استهاي ژئوفيزيكي  بخشي مهم در پردازش داده، تفكيك نوفه از سيگنالمسئلهرو  از اين. دنگير تحت تاثير قرار مي
غير مستقيم هستند ) يها داده(گيري   فيزيكي درون زمين با استفاده از اندازهدست آوردن مشخصات هزيك به دنبال بدر ژئوفيمحققان 

 مسئلهيك   بايد مشخصات فيزيكي درون زمينبرآوردكردن بنابراين براي .گيرد  ميصورتكه در سطح يا نزديك به سطح زمين 
و يا به عبارت   هستند)ill-condition (شوند بدشرط  ظاهر ميژئوفيزيكي كه در وسثر مسائل معكاكمتاسفانه،  .ودمعكوس حل ش

 استفاده )regularization ( تنظيم مسائل از ابزارهاي گونهبراي پايدار و يكتا كردن جواب اين .ديگر جواب غيريكتا و ناپايدار دارند
 هاي  و نوسانكرد را پايدار مسئله بتوان ،ا استفاده از اطلاعات از قبل موجود در مورد جواب مجهولاين به آن معنا است كه ب. شود مي

مجهول در ) جواب(مدل ، بسط  حل اين مسائلبرايهاي مرسوم  يكي از روش . از بين بردمسئله  ناشي از نوفه را در جواببسامد زياد
دست آمده از تجزيه  ه ب  پايه.دست آوردن مدل است ه و در نهايت بوط به نوفه از ضرايب مرب ضرايب مدلجدا كردنعامد، تيك پايه م

 .گيرد  كه به فراواني مورد استفاده قرار مي استمثالي مرسوم در اين باب )Singular Value Decomposition, SVD (مقادير تكين
 جدا اين امر .شود ها مي  در ناپيوستگيد پديده گيبسايجاباعث كه است ) زمان(متمركز نبودن در مكان  SVD   اصلي پايهت مشكلااز

 بردارهاي دهند كه  متعامدي را تشكيل مي پايه، SVD برخلاف ها موجك .كند ل از ضرايب نوفه را دچار مشكل ميكردن ضرايب مد
خصوصيت . كنند ايجاد ميكمتري يبس بسيار پديده گها  در ناپيوستگيابراين  بن،اند تمركز يافته بسامدو  )مانز(  مكانهاي حوزه  درآن

 مناسبي براي حل مسائل هاي گزينه آنهاشود كه  اين خصوصيات باعث مي. استسبه ديگر آنها موجود بودن الگوريتم سريع براي محا
  در) موجكمانند تبديل ( كننده  تبديلات تنكعملكرد -1: ند ازا اند عبارت شده بررسي موضوعاتي كه در اين مقاله .باشندمعكوس 

 hard ( عملكرد سه فيلتر غيرخطي انقباض سخت مقايسه-2 .ر مسائل معكوس خطي در حل ديگحذف نوفه و كاربرد آنها

shrinkage(اض نرم، انقب) soft shrinkage(و ) Amplitude-scale-invariant Bayes Estimator, ABE(برآورد ه منظور ب 
 اين (نوفه انحراف معيار برآوردكردن براي كارآمد روشي عرضه -3 .نوفهمتفاوت ح اي سطو بر)sparse (كنُضرايب سيگنال در حوزه تُ

در  يافتن پارامتر تنظيم دست آمده براي هب  معيار  انحراف. )استشود حائز اهميت  برداري در آنها تكرار نمي   كه دادهتحقيقاتي در  مسئله
 SVD تدوين شده در مقايسه با روش هاي ملكرد الگوريتمعنهايت  رد .شود  به كار برده ميمعرفي شدهموجك مبتني بر هاي  روش
 .شود مينشان داده  گيري به منظور يافتن نرخ تغييرات يك تابع  كردن عملگر انتگرال وارونبراي 
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Abstract 

Generally, the presence of noise in geophysical measurements is inevitable and depending 
on the type and the level it affects the results of geophysical studies. So, denoising is an 
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important part of the processing of geophysical data. On the other hand, geophysicists 
make inferences about the physical properties of the earth interior based on the indirect 
measurements (data) collected at or near the surface of the earth. So, an inverse problem 
must be solved in order to take estimates of the physical properties in the earth. The vast 
majority of inverse problems which arise in geophysics are ill-posed; in other words, they 
have not unique and stable solutions. Regularization tools are used to find a unique and 
stable solution for such problems. The regularization uses a priori information about the 
solution to make it stable and to suppress high-frequency oscillations generated by the 
noise. One of the common ways to perform the regularization is expanding the unknown 
model (i.e. solution) with respect to an orthonormal basis, separating the model 
coefficients from that of the noise, and finally recovering the model. 

In singular value decomposition, the specific physical nature of the model under study 
is not considered when defining the basis. For homogeneous operators, such basis does 
not provide a parsimonious approximation of models which are smooth in some regions 
while having sharp local changes in others. This is due to the non-localized properties of 
the SVD basis vectors in space (time) domain.  

Wavelet-vaguelette decomposition (WVD) was introduced as a first approach for 
adapting wavelet methods to the framework of ill-posed inverse problems. It is a linear 
projection method based on wavelet-like function systems which have similar properties 
as the singular value decompositions. WVD are compared to the SVD construct near the 
orthogonal basis where the vectors are well localized in space (time) and frequency, thus 
producing less Gibbs-phenomenon at discontinuities. This property and existence of fast 
algorithm to compute the basis make wavelets a suitable candidate for solving inverse 
problems. 

Vaguelette-wavelet decomposition (VWD) is an alternative to WVD for solving ill-
posed inverse problems. It is a linear projection method based on wavelet function 
systems. In VWD the noisy data are expanded in a wavelet series, generated wavelet 
coefficients are thresholded to obtain an estimate of the wavelet expansion of noise free 
data, and then the resulting coefficients are transformed back for smoothed data. Later on, 
the smoothed data are inverted for the desired model. 

In this paper we discuss: 1. The performance of sparsifying transforms (e.g. wavelet 
transform) for the denoising problem and their application to solve other linear inverse 
problems including WVD and VWD. 2. Comparing nonlinear Amplitude-scale-invariant 
Bayes Estimator (ABE) and hard- and soft-shrinkage filters to estimate signal coefficients 
in sparse domain for different levels of noise. 3. Introducing an efficient method to 
estimate the standard deviation of noise which is an important task in the experiments 
with single realization. The obtained standard deviation is then used to determine the 
regularization parameter in both wavelet- and SVD- based inversion methods. 

Finally, inversion of integration operator to find the variation rate of a function is used 
to show the performance of the introduced methods in comparison to the popular SVD 
method. The results indicate that a simple non-linear operation of weighting and 
thresholding of wavelet coefficients can consistently outperform classical linear inverse 
methods. 
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 مقدمه   1

دست آوردن پارامترهـاي     ه به دنبال ب   محققاندر ژئوفيزيك   
 يهـا  داده (هـا   گيري  ين با استفاده از اندازه    فيزيكي درون زم  

  زمـين  يمي هستند كه در سطح يا نزديك به سـطح         غيرمستق
 اسـت   معنـا ها به آن غيرمستقيم بودن داده . گيرد  مي صورت



 3                                                                          د آن در مسائل معكوس خطيحذف نوفه براساس خاصيت تنُُكي و كاربر

  و مـا   شـوند  يگيري نم  مترهاي مورد نظر اندازه   كه خود پارا  
ــ  مشــاهده  تحــت يــك عملگــر خــاص  رار يافتــه آنهــاتغيي
 و پارامترهـاي مـدل را بـا         dها را با بردار      اگر داده . كنيم مي

 تـوان بـه صـورت      ن آنها را مي    بي رابطه نشان دهيم،    mبردار  
 . همان عملگر بيان شده اسـت      gكه  . نوشت 

 بـا معلـوم   dدار  از روي بـر mدست آوري بردار  هيند بابه فر 
امـا در ايـن بـين       . شود  سازي گفته مي     وارون gبودن ارتباط   

طـور كـه     همـان اول اينكـه،    . دو مشكل اساسي وجـود دارد     
عـدي  ب  در يك حجم سه    دانيم پارامترهاي فيزيكي زمين    مي

ي كننـد، پـس دارا     اند و به طور پيوسته تغيير مي       توزيع شده 
 mهـا را بـا بـردار         مـا آن   كـه  نهايت هستند،  درجه آزادي بي  

 هـا خيلـي كـم       داده از طـرف ديگـر تعـداد      . زنيم  مي تقريب
. انـد   يا نزديك به سطح زمين توزيـع شـده          و در سطح   است

يعني بايد  . رو هستيم  هتعيين شده روب   بنابراين ما با مسائل كم    
 دوم  .دست آوريم  هپارامترهاي خود را از تعداد كمي داده ب       

عيـت همـراه هسـتند، يعنـي        هـاي مـا بـا عـدم قط          داده ،اينكه
 صـــورت هـــا و مـــدل بـــه  بـــين دادهرابطـــهطـــوركلي  بـــه

 شامل خطاهاي تقريب    eبردار  . است 
ســازي و خطاهــاي  طــوركلي مــدل ســازي يــا بــه و گسســته
 در ايـن مقالـه      )1988اسـكيلز و اشـنايدر،       (.اسـت تصادفي  

گيــريم و از ديگــر  خطاهــاي تصــادفي را در نظــر مــي فقــط
 همچنين در اين مقاله مسائلي مورد       .پوشيم چشم مي خطاها  

در . باشـند هـا خطـي      ا هستند كه رابط بين مدل و داده       نظر م 
توان به صورت يـك مـاتريس        مي را   gعملگر  اين صورت   

 .طوركلي مسئله ما به صورت زير است  پس به.نشان داد

)1(                                

ــه  ــن رابطـــــ ـكــــ ــاهدات،  هدر ايــــ  مشــــ
توجه شـود كـه      (پارامترهاي مورد نظر   

بـه   هـا را   پارامترعدي نيز مي توان     ب و و سه  هاي د  براي حالت 
عملگـر    ،)دكـر صورت يك بردار مرتب     

 ميانگين   با توزيع گوسي،   نوفه سفيد  ، و   مستقيم

 و    بـا داشـتن    )1( در رابطه    .هستند   واريانس صفر و 
 .هستيم  به دنبال 

 مـاتريس   Iكه  (  شود اگر  به سادگي ديده مي   
ــه ) 1(ابطــه ر) همــاني اســت ــديل مســئلهب ــه تب   حــذف نوف

هاي تصـادفي    هاي متفاوتي براي حذف نوفه     روش. شود مي
ويجــك و  ؛ وان1988  همكــارن،بــوكلي و (وجــود دارد

 در ايـن مقالـه      .)2006 الـريچ و ساشـي،        و 2002همكاران،  
ها تحت   بر مبناي خاصيت تنكي سيگنال     ديدگاهي متفاوت 
 شـود   در نظر گرفته مـي براي حذف نوفه  يك تبديل خاص    

 كنـدير    و 1999؛ ويـداكويك،    1994و جانستون،   دونوهو  (
ــو،   ــ  .)2004و دونوهـ ــت تبـ ــه موفقيـ ــامي كـ ديلات هنگـ

ــردن      ــك ك ــراي تن ــديل موجــك ب ــر تب ــي نظي چندمقياس
هــا و جــداكردن ســيگنال از نوفــه بررســي شــد بــه  ســيگنال

 براسـاس   كلـي   درحالـت ) 1(بررسي راهكارهاي حل رابطه     
 .شود  پرداخته مي مدلخاصيت تنكي

. وجـود دارد  ) 1(هاي متفاوتي بـراي حـل رابطـه          روش
. ده اسـت   نشـان داده ش ـ    1ها در شكل     روند كلي اين روش   

لگـر  شـود كـه بـا اعمـال عم         ديـده مـي    1با توجه بـه شـكل       
ــلي داده  ــدل اص ــتقيم روي م ــد    مس ــه تولي ــدون نوف ــاي ب ه

ها در راستاي     داده ،ه با اضافه شدن نوفه تصادفي     شوند ك  مي
زي كـه مـا در عمـل        بنابراين چي ـ . اند داده شده قائم حركت   

 اسـت كـه بـا رابطـه     dكنيم همان بـردار    مي) برداشت(ثبت  
مرسوم ترين روش براي رسـيدن بـه        . كاملا تطابق دارد  ) 1(

ــن اســت كــه مســتقيم بخــواهيم از    ــهdجــواب مســئله اي   ب
 1رنگ در شكل      كه مسير آن با بردار سياه      برسيم 

ــت   ــده اس ــان داده ش ــف  . نش ــيم تيخون ــوم تنظ  روش مرس
 در ايــن چــارچوب قــرار   )1977تيخونــف و آرســنين،  (

رنـگ   يگر كه مسير آن با بردارهاي آبي      ديدگاه د . گيرد مي
 كه ابتدا دادهـاي     استنشان داده شده است، بدين صورت       

اي وارون شوند، نتيجه آن مدلي است كه در اثـر نوفـه              نوفه
اي   نوفـه  بـه همـراه   كاملا نوساني است و شامل مدل اصـلي         

، سـپس سـعي   است كه در حوزه مـدل تصـوير شـده اسـت          
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.هاي متفاوت براي حل مسائل معكوس خطي ديدگاه.1شكل  

مـدل  از روي    نوفـه     ايـن   اثر شود با ابزارهاي حذف نوفه     مي
 (SVD)روش مرسـوم تجزيـه مقـادير تكـين          . شـود حذف  

بـه علـت    . گيـرد   در اين چارچوب قرار مي     )1999هانسن،  (
هاي ناهمگن    براي بازسازي مدل   SVD  پايههايي كه    ضعف

 هـا   موجـك   كـه   توانـايي  و همچنـين     دده ـ مياز خود نشان    
 1995 در   ،دارنـد هاي طبيعي نـاهمگن      براي نمايش سيگنال  

عرضـه  پايه موجك توسط دونوهو       بر SVDروشي شبيه به    
 )Wavelet-Vaguelette Decomposition, WVD(شــد 

 1998 در   .)2007 غلامي و سـياهكوهي،       و 1995دونوهو،  (
ــا 1 شــد كــه مســير آن در شــكل  مطــرحروش ديگــري   ب

ــاي  ــرخبردارهـ ــي  سـ ــال مـ ــه روش رنـــگ دنبـ ــود و بـ  شـ
)Vaguelette- Wavelet Decomposition, VWD( 
 روش  در اين . معروف است ) 1998آبرامويچ و سيلورمن،    (

ــه از روي داده  ــر نوف ــدا اث ــي  ابت ــا حــذف م شــود، ســپس  ه
 .شود ميالگوريتم معكوس روي نتيجه حاصل اعمال 

ه براسـاس خاصـيت     بـه حـذف نوف ـ    در اين مقالـه ابتـدا       
دو  ، مســتقيمهــاي روششــود، ســپس  تنكــي پرداختــه مــي

ــه ــ اي وارون مرحل ــاي  -ازيس ــر مبن ــه ب  و SVDحــذف نوف
WVD   سازي بـر مبنـاي       وارون -اي حذف نوفه   دو مرحله  و
VWD  چگونـه    كـه  شـود   نشـان داده مـي     . شوند   معرفي مي 

 توان از خصوصيات تبـديل موجـك بـراي حـل مسـائل         مي
 

يـافتن پـارامتر تنظـيم يكـي از         . كردمعكوس خطي استفاده    
در . سـت برانگيـز در حـل مسـائل معكـوس ا          مراحل چالش 

 مبنـاي موجـك در ايـن مقالـه،           شـده بـر    عرضـه هاي   روش
ــرآورد ــيم  ب ــارامتر تنظ ــط  پ ــراف فق ــه انح ــار داده ب ــا  معي  ه

ــتگي دارد ــي  . بسـ ــين روشـ ــراي همچنـ ــردنبـ   برآوردكـ
 . شـود   آورده مـي   در حـوزه موجـك    هـا    انحراف معيار داده  

 هــاي بيــان شــده     هــر كــدام از روش طــرحدر زيــر بــه  
مـورد آزمـون    نها را روي دو مثـال        آ پردازيم و عملكرد   مي

 .دهيم قرار مي
 

 حذف نوفه تصادفي براساس خاصيت تنكي    2
ــي  ــد م ــرض كني ــيگنال  ف ــواهيم س ــخه   خ را از روي نس

دسـت آوريـم كـه هماننـد          ، به  اي آن،  نوفه
براســاس خاصــيت تنكــي و . شــود تعريــف مــي) 1(رابطــه 

در   از  ك يـك بـرآورد    انقباض ضرايب در حوزه تن    
 .آيد سه مرحله اساسي تعريف شده در زير به دست مي

كننـده و بـه       به حوزه تنك   اي   هاي نوفه  انتقال داده  -الف
 .دست آوردن ضرايب تبديل

 .جداكردن ضرايب سيگنال از ضرايب مربوط به نوفه -ب

ا برگردان ضرايب سيگنال بـه حـوزه اوليـه          ب  گاه  آن -ج
 .آيد دست مي به
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  كننده بـا مـاتريس   در اين مقاله عملگر تبديل تنك     
 بـراي    را  متعامـد  شود و چون تبديل موجـك      نشان داده مي  

 تــوان نوشــت  مــي،بــريم كــردن ســيگنال بــه كــار مــي تنــك
ــه  ــاT  در آنك ــده  ن نش دهن

توان در رابطه زيـر    سه مرحله فوق را مي،پس. نهاد است ترا
 .كردخلاصه 

)2(                                  

پـارامتر    يـك فيلتـر غيرخطـي، و        )2(در رابطه   
 ما سه فيلتر غيرخطـي را در ايـن مقالـه مقايسـه              .تنظيم است 

فيلترهـاي انقبـاض     فيلتر مرسوم براي     دو   .كنيم  مي
 در انقبـاض    )1998مـالات،  (. نـرم هسـتند    و انقبـاض  سخت  

 كمتر باشـد    τسخت ضرايبي كه اندازه آنها از حد آستانه         
 .شوند با صفر جايگزين مي

)3(    

 كوچك  τضرايب به مقدار    اما در انقباض نرم اندازه همه       
 .شود مي

)4(    

، )1999فيگـويردو و نـواك،      ( ABE ،فيلتر غيرخطي ديگر  
 .شود  تعريف ميصورت زير به

)5(       

ــخت و  ــاض سـ ــاي انقبـ ــاضدر فيلترهـ ــدار انقبـ ــرم مقـ   نـ
انســـتون، دونوهـــو و ج( اســت  

 ABE فيلتـر    در . تعداد ضـرايب تبـديل اسـت       N كه   )1994
بينيم كه پـارامتر تنظـيم در هـر سـه       مي. داريم  
گرچه . ي دارد ، بستگ σ،  ها معيار داده   انحراف  به فقطفيلتر  

رداشـت داده   هـا هنگـامي كـه عمـل ب          واريانس داده  برآورد

، در ادامه   اي نيست  گيرد كار ساده    مي صورت يك بار    فقط
 واريانس  برآوردبراي  روشي  )  پارامتر تنظيم  برآوردبخش  (

 .شود  ميعرضهها در حوزه موجك  داده
براي حـذف نوفـه بـه شـدت تحـت      ) 2(عملكرد رابطه   

در اينجــا . قــرار دارد ، تنكــي ضــرايب تبــديل،تــأثير 
تعداد اندكي از ضرايب غير صـفر        كه    است تنك بدان معنا  

بنـابراين اگـر    . بقيه ضرايب صفر يا نزديك به صفر باشند       و  
تنـك كننــده باشــد، انــرژي    بــراي ســيگنال عملگـر  

ــود در ــدكي   موج ــداد ان ــز  را در تع ــرايب متمرك  از ض
يـك از    نوفـه تصـادفي نسـبت بـه هـيچ         ازآنجاكـه   . كنـد  مي
جانســتون، ( ترجيحــي نــدارد دارهــاي يــك پايــه متعامــدبر

پـارامتر  . شود  انرژي آن بين كليه ضرايب تقسيم مي       )2002
كنـد   اي را تعريـف مـي      حد آستانه  ،تنظيم در فيلترهاي فوق   

  مربـوط بـه نوفـه      ترين ضريب  تر از اندازه بزرگ    گكه بزر 
 پــس بــه ســادگي بــا ).1994دونوهــو و جانســتون،   (باشــد

آنها از حـد آسـتانه تعيـين شـده          يبي كه اندازه    خاب ضرا تان
 نسبت سيگنال به نوفه   ) فيلتر انقباض سخت  (تر است    بزرگ

)SNR (    ايـن   2 شـكل    .تـوان بهبـود داد     را تا حد زيادي مي 
سـيگنال  الـف   -2شـكل  . مطلب را به خوبي نشان مي دهـد   

 در fاي  ســيگنال نوفــه. دهــد  را نشــان مــيgاي ثابــت  قطعـه 
نوفـه اضـافه شـده بـا         (اده شـده اسـت     نشـان د   ب -2ل  شك

هـاي موجـك هـار و        پايه. )است  ميانگين صفر و  
  با هـم مقايسـه   fفوريه را براي حذف نوفه از روي سيگنال  

ــيم مــي ــدازه  ت -2  وپ -2 هــاي شــكل. كن ــه ترتيــب ان  ب
 را نشــان g ســيگنال اصــلي  ضــرايب موجــك و فوريــه  

 g سـيگنال اصـلي     شـود   مـي  ديـده طـور كـه      همان. دهند مي
موجك كاملاً تنـك اسـت و كـل انـرژي            تبديل اين    تحت

از . كز شـده اسـت     در هفت تا از ضرايب متمر      فقطسيگنال  
متمركـز  ) زمـان ( فوريـه در مكـان       طرف ديگر عناصر پايـه    

هـاي سـيگنال ايجـاد      ستند و به همين علت در ناپيوسـتگي       ني
 تـا انـرژي نقـاط        اسـت  باعـث شـده   ايـن    ،كننـد   مـي گيبس  

ها تقريبا در همـه ضـرايب پخـش شـود و دامنـه               يوستگيناپ
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 بـه ترتيـب     ج -2 و   ث -2هاي    شكل . غير صفر كند    را آنها
را نشـان   f فوريه سـيگنال   ضرايباندازه ضرايب موجك و   

شــود كــه نوفــه موجــود در  شــكل ديــده مــيدر . دهنــد مــي
 تقريباً همه ضرايب را به يـك انـدازه تحـت تـأثير              ،سيگنال

هـا مقـدار    رنـگ در ايـن شـكل    سـرخ  خـط  .قرار داده است  
 دهـد  را نشان مـي     پارامتر تنظيم 

 بـا اعمـال   )معين در نظر گرفته شده اسـت       σدر اين مثال    (
تن عكس تبـديل    فيلتر انقباض سخت بر اين ضرايب و گرف       

چ و   -2ي  ها  شكل  در شده هاي بازسازي  از نتيجه به سيگنال   
  خـوبي  بـه شود كه سيگنال اصـلي       ديده مي . رسيم  مي  ح -2

ــا  ــوزه موجـــك هـ ــا   در حـ ــت امـ ــده اسـ ــازي شـ ر بازسـ
 ده هــاي تيــز موجــود در ســيگنال بازســازي ش ــ ناپيوســتگي

ــت داده  ــه را از دسـ ــوزه فوريـ ــم در حـ ــرژي  .ايـ ــرا انـ   زيـ
 مربــوط بــه ايــن نقــاط در ضــرايبي از فوريــه قــرار داشــتند  

 تــر از مقــدار تعيــين شــده بــراي  چــككــه انــدازه آنهــا كو
 .اند از بين رفته و هنگام اعمال فيلتر  استپارامتر تنظيم بوده

 

 
 

 با ميانگين صـفر     شده با نوفه تصادفي    سيگنال اصلي تركيب  ) ب( سيگنال اصلي،    )الف(. خاصيت تنكي سيگنال  نمايش جدا كردن سيگنال از نوفه براساس        . 2شكل
 )ج(اي در حـوزه موجـك هـار،           سـيگنال نوفـه    )ث (سيگنال اصلي در حوزه فوريه،    ) ت(،  سيگنال اصلي در حوزه موجك هار     ) پ(،  است  و

) ج( و   )ث(هـاي    در شـكل  . شده در حوزه فوريه    سيگنال بازسازي ) ح(شده در حوزه موجك هار،       سيگنال بازسازي ) چ(اي در حوزه فوريه،      سيگنال نوفه 

 بـه ترتيـب عملگرهـاي مسـتقيم         F و   W همچنين ماتريس هـاي      دهد را نشان مي   ، ،انقباض ضرايب  حد آستانه    گرن سرخخط  
 .كنيدبراي توضيحات بيشتر درباره شكل به متن مقاله مراجعه . هستند و تبديل فوريه  هارتبديل موجك
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 كلي درحالت) 1(هاي متفاوت براي حل رابطه  ديدگاه 3
نوفه تصادفي از روي سيگنال با  حذف مسئلهدر بخش قبل 

استفاده از خاصيت تنكي سيگنال اصلي تحت يك تبديل 
ديديم كه اگر سيگنال اصلي تحت . خاص بررسي شد

 به سادگي و با دقت ، تنك باشد،يك تبديل مشخص
بازسازي اي آن  را از روي نسخه نوفه توان آن  ميزيادي
 محدودي عدي با تعدادب هاي يك طوركلي سيگنال به. كرد

ناپيوستگي به خوبي تحت تبديل موجك تنك هستند 
ها ابزارهاي توانمندي  ، بنابراين موجك)1998مالات، (

ارها چگونه حال بايد ديد اين ابز. نوفه هستندبراي حذف 
اين بحث در . كنند به ما كمك مي) 1 ( كليبطهبه حل را

 .شود هاي بعدي بررسي مي بخش
 
 يمسازي مستق وارونروش    3-1

كمينه كردن ) 1 ( كلي براي حل رابطهديدگاه اوليه
يني شده است كه ب هاي پيش اختلاف بين مشاهدات و داده

در . شود مي 1در شكل  m  و ناپايداراي منجر به مدل نوفه
روش تيخونف با اعمال محدوديت بر اندازه يا همواري 

نظيم ت. شود ميمدل سعي در پايدار و يكتا كردن جواب 
 .شود به صورت زير بيان ميتيخونف 

  
)6( 

ــه  ــيم و    )6(در رابط  عملگــر Rپــارامتر تنظ
) عاتاطلا(عملگر تنظيم براساس فرضيات   . تنظيم نام دارند  

ه صـورت   خاب آن ب  تبا ان . شود ما در مورد مدل انتخاب مي     
ماتريس يكاني مدلي را انتظار داريم كه اندازه آن كوچك       

گيـري   انتخاب آن به صورت يك عملگـر مشـتق        و با   باشد  
تـرين آنهــا   مرســوم. رود  انتظـار مــدلي همـوار مـي   ،گسسـته 

هانسـن،  ( اول و دوم هسـتند       گيري درجـه    عملگرهاي مشتق 
 mنسبت به   ) 6( با گرفتن مشتق طرف راست رابطه        .)1999

 .و قرار دادن نتيجه برابر صفر خواهيم داشت

)7(           

سخت نيست و ) 7(اگرچه از لحاظ عددي حل رابطه 
د، اما اين رابطه نهاي زيادي براي حل آن وجود دار روش

 كه طوري  به،كند اعمال مي مدل را بر يهمواري يكنواخت
هاي موجود در مدل  تواند ناپيوستگي  نميدر حضور نوفه

 . بازسازي كند به خوبياصلي را
 
  حذف نوفه-سازي روش وارون   3-2

 Kاگــر (نشــان دهــيم    اگــر عملگــر وارون را بــا  
 وارون از عملگــر شــبه  جــاي  بــه،پــذير نباشــد وارون

اي  توان يك مدل نوفـه     مي) شود  استفاده مي  )2001ير،    مي(
 .دست آورد هرا به صورت زير ب

)8(     

        
 

ــر  ــدي اث ــه بع ــته   از روي  در مرحل برداش
 اگـر عملگـر      اما . حذف نوفه است   مسئله اين يك    .شود مي
K   توانـد خيلـي بـزرگ       مي  گاه  بدشرط باشد، آن

. را كاملا تحت تأثير قرار دهد      كه   طوري  به ،باشد
 حاصل تجزيـه مقـادير      V و   U   ، Sهاي    ماتريس فرض كنيد 

 و  Uكه  . )2004كنديز و دونوهو،    (  باشند Kتكين ماتريس   
V و هـايي متعامـد شـامل بردارهـاي ويـژه             ماتريسS  يـك 

 از   اسـت كـه بـه ترتيـب        تكينماتريس قطري شامل مقادير     
 بـه   SVD جـواب    گـاه  اند آن  بزرگ به كوچك قرار گرفته    

 .صورت زير است

)9(                        

پارامتر تنظيم     قطري، و  ماتريسيك    )9(در رابطه   
 .شوند  به صورت زير تعريف ميواست 

)10(          
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ــا انتخــاب پارامترهــاي تنظــيم   هــاي جــواب  و  ب
ديـك  توانند خيلي به هـم نز       مي) 9(و  ) 7(حاصل از روابط    

بنابراين در ايـن مقالـه تنهـا از روش          . )1999هانسن،  (باشند  
SVD    هاي بر مبناي موجـك اسـتفاده         براي مقايسه با روش
 .شود مي

يس عملگـر تبـديل موجـك        مـاتر  Wحال فرض كنيد    
  به صـورت زيـر اسـت       WVDگاه جواب     آن مستقيم باشد، 

 ).1995دونوهو، (

)11(                 

  مـاتريس قطـري   و    )11(طه  در راب 
 حـاوي انـرژي     Hهـاي مـاتريس      شـود كـه سـتون      باعث مي 

 را يـك    Hهـاي مـاتريس        هـر كـدام از سـتون       .واحد باشند 
ــت ــي )vaguelette (ويگل ــد م ــك فيلتــر    .نامن ي

 را) 11(رابطـه    .پارامتر تنظـيم اسـت      غيرخطي، و دوباره  
 همگـن   Kكار برد كـه عملگـر مسـتقيم          توان به  هنگامي مي 

تبـديل    و ، ديكانولوشـن  گيـري  مانند عملگر انتگـرال    ،باشد
 بـر   K كه اگـر      است اين بدان معنا  . )1995دونوهو،  ( رادون

 نتيجه آن خصوصيات يك     ،روي يك موجك اعمال شود    
ــته باشــدموجــك را دا ــرا . ش ــن صــورت آن ــتدر اي   ويگل

 .نامند مي
مـد  را در عمـل كارآ    ) 11( هسـتند كـه رابطـه        دو عامل 

، بـا عنـوان     ييكي موجود بـودن الگـوريتم سـريع       . كنند  مي
مــالات، ( W بــراي اعمــال اثــر مــاتريس الگــوريتم هرمــي،

ــه )1995 ــودن پاي هــاي موجــك در  ، و ديگــري متمركــز ب
عامـل دوم باعـث     .  اسـت  بسـامد  –) مكان( زمان   هاي حوزه
هـا را بـه خـوبي         ناپيوسـتگي هـا بتواننـد       شود كه اين پايه     مي

) 11( اكثر زمان مورد نياز براي اعمـال رابطـه           .بزنندتقريب  
هـاي   است كـه بـراي مـاتريس        مربوط به محاسبه  

هـاي مـزدوج     هاي بازگشتي همانند گراديان    گ با روش  بزر
 . قابل محاسبه است)1987اسكيلز، (

 سازي  وارون-روش حذف نوفه    3-3
 شود، مي ها حذف ابتدا اثر نوفه از روي دادهدر اين روش 

 حاصـل   VWDجـواب   سپس با اعمال الگوريتم معكوس      
 .)1998آبرامويچ و سيلورمن،  (شود مي

)12(                 

ــاره   كــه ــارامتر   يــك فيلتــر غيرخطــي، و دوب پ
رحلـه حـذف     مقـداري نوفـه از م       در اين روش   .تنظيم است 

جاي اعمـال    هماند بنابراين در عمل ب     ها باقي مي   نوفه در داده  
دسـت آمـده از مرحلـه        ههاي ب ـ   داده ،)12(در رابطه    

 .مطرح اسـت ) 6رابطه ( نف ورودي تنظيم تيخو  حذف نوفه 
 .ردب اين كار تا حدودي اثرات نوفه باقي مانده را از بين مي

 

 م پارامتر تنظيبرآورد    4
ساسي در حل مسائل     پارامتر تنظيم يكي از مراحل ا      برآورد

طــور كــه ديــديم در   همــان.شــود معكــوس محســوب مــي
معيـار   هاي بر مبناي موجك، اين پـارامتر بـه انحـراف           روش

بنابراين ابتـدا بايـد واريـانس       . ها بستگي دارد    استاندارد داده 
 بـرآورد  بـراي    متفـاوتي هـاي    روش.  كنيم برآوردها را     داده

  و 1988بـوكلي و همكـاران،      (ها وجود دارد      واريانس داده 
 مقاله مـا از روشـي       ندر اي . )2002ويجك و همكاران،      وان

كنـد اسـتفاده     مـي برآوردكه واريانس را در حوزه موجك  
 ضـرايب موجـك  بردار  فرض كنيد   . كنيم  مي

 گـاه   آن . يك موجـك خـاص باشـد       برايها     داده مربوط به 
 بـه صـورت زيـر       تـوان   را مي  ها  يار استاندارد داده  مع انحراف
 .)1994دونوهو و جانستون، (كرد  برآورد

)13(              
بردار ضرايب تبديل موجك در       )13(در رابطه   كه  

 شماره ريزتـرين مقيـاس در تبـديل         J، كه   است -1J مقياس
بـرآورد  ) 13(دو دليـل رابطـه      بـه   . موجك مورد نظر اسـت    

اول اينكـه در    : كند   مي عرضهها    معيار داده  خوبي از انحراف  
هـا    داده است، و اگـر      كم نسبت سيگنال به نوفه      -1Jمقياس  
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خيلــي نــاهموار نباشــند در ايــن مقيــاس بيشــتر نوفــه وجــود 
 ضرايب تبـديل    50%دليل دوم اين است كه      . خواهد داشت 

 .گيرند در اين مقياس قرار مي
 پـارامتر   بـرآورد ديـدگاه اساسـي بـراي       طـوركلي دو     به
ديــدگاه اول شــامل  .  وجــود داردSVD در روش تنظــيم
هايي است كه بر مبناي اطلاعات اوليه در مورد نوفـه            روش

 Discrepancy ( اصـل اخـتلاف   روش مانند،استوار هستند

Principle( ) ،ديـــدگاه ديگـــر شـــامل . )1966مـــوروزف
 ،كنند  ليه كار مي  هايي است كه بدون اين اطلاعات او       روش

 در اين مقاله از آنجا    . )1999هانسن،  ( Lمانند روش منحني    
هـا را      واريـانس داده   ،هاي بر مبنـاي موجـك       روش باكه ما   

اســتفاده ) 13(كنــيم، بنــابراين از نتيجــه رابطــه  بــرآورد مــي
 پارامتر تنظـيم    ،با استفاده از روش اصل اختلاف     كنيم تا     مي

 در روش اصـل اخـتلاف       .كنـيم  محاسبه   SVDرا در روش    
كه رابطه زير برقـرار   ترين مقداري است     كوچك پارامتر  
 .)1999هانسن،  (باشد

)14(                    

 .آيد دست مي هب) 9(از رابطه   )14(در رابطه 
 
 بررسي كارآيي روش    5

 ده در بـالا   هـاي معرفـي ش ـ      در اين بخش عملكرد الگوريتم    
 هاي مصـنوعي    روي داده را   VWD، و   SVD  ،WVDيعني  
 .گيرنـد   قـرار مـي  مورد آزمون   مشتق يك تابع   برآوردبراي  

 .بنابراين مسئله به صورت زير است

)15(          

) 1(را بـه صـورت رابطـه         كه در حالت گسسته مي توان آن      
 .نوشت

ارامترهاي مـدل   حاصل انتگرال پ  ،  d ها،  از آنجاكه داده  
گيـري از      با مشتق  اي در كار نباشد      اگر نوفه  هستند، بنابراين 

) 15(رابطـه  . بـرآورد كـرد  توان پارامترهاي مدل را      مي آنها

در . دشـو    علوم ظاهر مـي    گوناگونهاي    زمينهبه فراواني در    
 توزيـع سـرعت در    دسـت آوردن مـدل       ه براي ب ـ  ژئوفيزيك

ه با داشتن موقعيـت  ، در فيزيك براي يافتن سرعت ذر   زمين
آن، و در علوم ديگر هرجا كه نياز به دانستن نرخ تغييـرات             

 .سروكار دارند) 15(باشد با رابطه يك فرايند 
رسـد حـل      اما در حضور نوفه، آنقدرهم كه به نظر مـي         

ــه  ــرال   ) 15(رابط ــر انتگ ــرا عملگ ــت زي ــاده نيس ــري  س گي
ــاد بســامدهاي ــدل را تضــعيف مــي زي ــد  موجــود در م . كن

ها باعث ايجاد  ين تغييرات كوچك ايجاد شده در داده    بنابرا
 بــا اســتفاده از .شــود  مــينهــايينوســانات بزرگــي در مــدل 

از حضـور ايـن نوسـانات    كـه  شود   ابزارهاي تنظيم سعي مي   
هـاي    در مدل جلوگيري شـود و در عـين حـال ناپيوسـتگي            

هــاي  در هــر كــدام از روش. موجــود در مــدل حفــظ شــود
SVD  ،WVD   و ،VWD   سيگنال از نوفه در يك      رآوردببا 

 .سـروكار داريـم   )  موجـك  ،ويگلـت  ،SVD(حوزه خاص   
تـر باشـد      بنابراين هرچه مدل اصلي در حوزه مربوطه تُنُـك        

هـايي كـه       سـيگنال  .گيـرد    مـي  صـورت اين جداسازي بهتر    
 تنك نخواهند بود    SVDحاوي ناپيوستگي باشند در حوزه      

 SVDهـاي     هپاي ـ) 15(زيرا براي عملگـر مسـتقيم در رابطـه          
 اين  .)2006كلان و همكاران،    ( هاي فوريه هستند     پايه مانند
انـد امـا در        خوب تمركز يافته   بسامدها گرچه در حوزه       پايه
هـا     تمركـزي ندارنـد و در ناپيويسـتگي        )زمان(  مكان هوزح

 .كنند  مي ايجادپديده گيبس
 Daubechies هــاي موجــك خــانواده در ايــن مقالــه از

اي اعمال تبديل موجك اسـتفاده شـده        بر )1992دابيچي،  (
 موجكي است كـه     VWD موجك مناسب در روش      .است

 آن كمتر يا برابر درجـه همـواري        Sobolevدرجه همواري   
، از طرفـي    )2006كلان و همكـاران،     (عملگر مستقيم باشد    

 مدل اصلي در حـوزه موجـك بسـط داده          WVDدر روش   
ا يـك   ه ـ هـا، و چـون داده       داده VWDشود اما در روش      مي

بــه علــت ( درجــه نســبت بــه پارامترهــاي مــدل هموارترنــد 
هاي مورد استفاده نيز با يك درجـه         موجك) گيري انتگرال
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 بـرآورد براي   بنابراين. شوند تفاوت در همواري انتخاب مي    
 و  db2 از موجـك     WVDهـا و روش وارون       واريانس داده 

ــراي روش وارون  ه شــده  اســتفادdb3 از موجــك VWDب
ــراز از محــدود كــردن كــاربرد  در ادا. اســت ــراي احت مــه ب

) ژئوفيزيـك   مثـل   (شاخه علمي خاص    الگوريتم براي يك    
 .اب شوند انتخاي توابع پايهسعي شده است تا 

 

اي   يـك تـابع جعبـه      برآوردكـردن  اين مثال بـه      در: 1مثال  
هاي بدون نوفه حاصـل      مدل اصلي و داده    .شود  پرداخته مي 

نشان داده شـده    ب   -3و  الف   -3از آن به ترتيب در شكل       
و تعداد داده    256 در اين مثال تعداد پارامترهاي مدل      .است
ــه شــده اســت 128هــا  ــه منظــور  . در نظــر گرفت  آزمــودنب

 واريــانس بــرآورد شــده بــراي عرضــهعملكــرد الگــوريتم 
عملكرد فيلترهاي متفاوت معرفي شده براي      مقايسه  ها،   داده

براي  متفاوت   هاي انقباض ضرايب و همچنين مقايسه روش     
  حاصـل را بـا     يهـا  ، داده مسئلهدر حل   سطوح مختلف نوفه    

 ))1(شده در رابطه     با مشخصات گفته   ( نوفه متفاوتسطوح  
 نتايج حاصل از عملكرد الگـوريتم       4شكل   .تركيب كرديم 

ــي ــراي معرف ــده ب ــرآورد ش ــانس دادهب ــوزه    واري ــا در ح ه
ــراي ســطوح مو . دهــد  نشــان مــي را نوفــهمتفــاوتجــك ب

 واريـانس  ، شدهعرضهشود روش  طور كه ملاحظه مي   همان
نتـايج حاصـل از     . كنـد   خـوبي بـرآورد مـي      بـه ها را بـا      داده

مقايسه عملكرد سه فيلتر غيرخطي انقباض سخت، انقبـاض         

هـاي    نوفـه بـراي روش     متفـاوت  بـراي سـطوح      ABEنرم و   
WVD و VWD  

 نشـان داده شـده     ب -5 والـف    -5هـاي    به ترتيب در شكل   
 در هـر دو     ABEشـود كـه فيلتـر         ديـده مـي    5شـكل   . است

 فيلترهـاي سـخت      نوفه نسبت به   متفاوتروش براي سطوح    
 نتيجـه حاصـل از وارون كـردن         .كنـد  و نرم بهتر عمـل مـي      

بــا ،  0ر002 بــراي يــك ســطح نوفــه خــاص، هــا داده
 نشـان داده    6 در شـكل     SVD و   WVD  ،VWDهاي   روش

 به  ABE فيلتر   VWD و   WVDهاي    براي روش  .شده است 
 بـرآورد معيـار     در ايـن مـورد انحـراف       .كار برده شده است   

بود كه به مقدار واقعي آن بسيار        =0ر002099شده برابر   
 ،SVDهمچنـين پـارامتر تنظـيم بـراي روش          . نزديك است 

برابـر  ،  ))14(رابطـه   (دست آمده از فرمول اصل اختلاف        هب
 ،شـود   ديـده مـي    6 شـكل     در ر كـه  طو همان. شد  45

دست آمده   ههاي مدل ب   پديده گيپس در اطراف ناپيوستگي    
امـر بـه علـت       كاملا مشـهود اسـت كـه ايـن           SVDبا روش   

 اين پديده   . در مكان است   SVD  پايه  عناصر متمركز نبودن 
 بسـيار   VWD و   WVDهـاي    هاي حاصـل از روش     در مدل 

ين عملكـرد   اي ب ـ  در نهايـت مقايسـه    . شود مشاهده مي كمتر  
ــه روش  ــاي  SVD و WVD ،VWDســـــ ــر مبنـــــ  بـــــ

 متفاوت براي سطوح  
 .بينيد مي 7 در شكل را  گرفت كه نتيجه آنصورتنوفه 

 

 
 

 .آن گيري روي گرالت اعمال عملگر انهاي حاصل از  داده)ب(  و1 مدل اصلي براي مثال )الف( .3شكل
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 . نوفهمتفاوتسطوح  در حوزه موجك براي  تصادفي نوفهبرآوردنتايج حاصل از . 4شكل
 

 

 
 

 بـراي   صـورت گرفتـه    مقايسـه    )الف. ( نوفه متفاوتح  و براي سط  ABEنرم و   انقباض  نتايج حاصل از مقايسه عملكرد سه فيلتر غيرخطي انقباض سخت،           . 5شكل
 . VWD براي روش صورت گرفتهمقايسه ) ب( و WVDروش 
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 .SVD )پ( و VWD) ب(، WVD )الف(هاي  با روش به همراه نوفه 1 ساخته شده در مثال اي هاي نوفه دهكردن دا نتايج حاصل از وارون. 6شكل

 

 
 . نوفهمتفاوتگيري در حضور سطوح  انتگرال  كردن عملگر  براي وارونSVD و WVD ،VWDهاي  مقايسه عملكرد روش. 7شكل
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ــال  ــه  : 2مث ــال ب ــن مث ــرآورددر اي ــه spike يــك ب  پرداخت
هاي حاصل از آن به همراه نوفه        ل اصلي و داده    مد .شود  مي

به   0ر0200 معيار  انحراف  صفر و  تصادفي با ميانگين  
 در  . است  نشان داده شده    ب -8 والف   -8ترتيب در شكل    

 و تعـداد داده هـا       256تعداد پارامترهاي مـدل     اين مورد نيز    
معيــار   انحــرافهمچنــين.  در نظــر گرفتــه شــده اســت128
بينـيم بـه مقـدار       بود كـه مـي     0ر0208 شده برابر    وردبرآ

دسـت آمـده بـراي     همقدار ب ـ. واقعي آن بسيار نزديك است   

 178برابــر بــراي ايــن مثــال  SVD روش درپــارامتر تنظــيم 
هـا   سـازي داده   نتيجه حاصـل از وارون    . دست آمد  هب 
داده  نشان   9 در شكل    SVD و   WVD  ،VWDهاي   با روش 

 فيلتـر   VWD و   WVDهـاي    باز هم بـراي روش    . شده است 
ABE    در ايـن مثـال نيـز پديـده گيـپس در      .  به كار برده شد
 كـاملا مشـهود اسـت امـا     SVDدست آمده با روش    همدل ب 

 و WVDهــاي  هــاي حاصــل از روش ايــن پديــده در مــدل
VWDبسيار كمتر است . 

 

 
 .آن به همراه نوفهگيري روي  گرالتاعمال عملگر اناي حاصل از ه هداد) ب(  و2 مدل اصلي براي مثال )الف( .8شكل

 

 
 .SVD) پ( و VWD )ب(، WVD )الف(هاي   به همراه نوفه با روش2اي ساخته شده در مثال  هاي نوفه كردن داده نتايج حاصل از وارون. 9شكل
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 گيري نتيجه   5
 براي حل مسائل ديدگاه متفاوتدر اين مقاله به بررسي دو 
 خاصيت تنكي مدل مورد نظر معكوس خطي برمبناي

 SVD تبديل موجك در مقايسه با روش مرسوم تحت
اگر مدل اصلي حاوي ناپيوستگي باشد، بسط  .پرداخته شد
بنابراين در  كند مي  ايجاد پديده گيبسSVD  آن در پايه

ها را  توان ناپيوستگي خوبي نمي مدل بازسازي شده به
هاي برمبناي موجك به علت  الگوريتم. كردبازسازي 

و ) زمان( مكان هاي ها در حوزه تمركز بودن موجكم
در  SVD پديده گيبس بسيار كمتري نسبت به روش بسامد

 .كنند ايجاد ميها  ناپيوستگي
براي جدا كردن ضرايب مربوط به سيگنال و نوفه 

طي انقباض سخت يا نرم مرسوم است كه از فيلترهاي غيرخ
 با عنوان  ديگري غيرخطياين مقاله فيلتردر . شوداستفاده 

ABE معرفي شد و عملكرد هر سه فيلتر براي دو روش 
هاي با  در حضور نوفهمعرفي شده بر مبناي خاصيت تنكي 

 عملكرد ،نتايج ما در اين مقاله. شدسطوح متفاوت مقايسه 
 را نسبت به فيلترهاي انقباض سخت و نرم ABEبهتر فيلتر 

 .به وضوح نشان داد
 در حل مسائل انتخاب پارامتر تنظيم كه درحالي

، در برانگيز بوده و هست اي چالش معكوس مسئله
معيار   به انحراففقطپارامتر تنظيم هاي معرفي شده  روش
همچنين در اين مقاله روشي براي . ها وابسته است داده

ها در حوزه موجك  معيار داده حراف انبرآوردكردن
 .معرفي شد

 
 انيتشكر و قدرد

اين پژوهش با استفاده از اعتبارات شوراي پژوهشي 
دانشگاه تهران در قالب اجراي طرح پژوهشي شماره 

  است، بدين وسيلهرسيدهانجام به  01/1/6201024
 خود را اعلام تشكر و قدرداني مراتب ،نويسندگان

 .دارند مي
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