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 چكيده

 دلات مورد توجه محققان زيادي اين معا)فتوگرامتري(تصويرسنجي در  )rational functions (گويا توابع روز افزونبا توجه به كاربرد 
 گويا برآورد ضرايب توابع ئلهدر واقع مس. رآورد پارامترها يا همان ضرايب استيكي از معايب اين معادلات، ناپايداري مدل در ب. است

RFCs) Rational Function Coefficients,(طرح بداي ئله با استفاده از نقاط كنترل موجود در اغلب موارد يك مس) Ill-posed( 
ف  برآورد ضرايب برخلارياضيهمچنين مدل .  اين معادلات اتخاذ كرد)regularization (سازياست كه بايد روشي را براي پايدار
در اين مقاله ضرايب معادلات با استفاده .  تركيبي استيشود، در واقع مدل  خطي در نظر گرفته ميروش معمول كه يك مدل پارامتري

ئله  بودن مسطرح ده است، همچنين با توجه به بدباشد برآورد ش تري نسبت به مدل پارامتري خطي مي يبي كه مدل كاملاز مدل ترك
با . بي استفاده شده است در حالت مدل تركيئله براي پايدار كردن مس)Tikhonov regularization (سازي تيخونوفاز روش پايدار

) له با روش تيخونوفئسازي مسئله به مدل تركيبي همراه با پايدارتبديل مس (گوياعادلات  روش پيشنهادي در برآورد ضرايب ممقايسه
 .دهد ت بهتري را در نقاط چك به دست ميهاي پيشين مورد استفاده در برآورد ضرايب، روش پيشنهادي دق با روش

 
 linear(  خطـي دل پـارامتري ، م ـ)Least squares, LS (سـازي، كمتـرين مربعـات   طرح، پايدار، بـد گويـا توابـع   :هاي كليدي واژه

parametric model(مدل تركيبي ، )combined model( 
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Abstract 

Rational functions are of great interest to engineers and geoscientists. The rational 
polynomial coefficient (RPC) model as a generalized sensor model has been introduced 
as an alternative for the rigorous sensor model of the satellite imaging.  

Numerical instability of normal equations is the only single obstacle to the 
implementation of these functions. Practically, estimating rational function coefficients 
using available control points is mostly an ill-posed problem. Condition number of the 
normal matrix in the linear parametric model is relatively large. Therefore, a 
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regularization method has to be employed in order to stabilize the equations. 
Implementation of the regularization technique improves the solution in the linear 
parametric model. The optimum value of the regularization parameter is estimated using 
the generalized cross validiation technique.  

Moreover, simplification of the observation equations leads to a linear observation 
model which is the most frequently utilized approach for estimation of the unknown 
coefficients. However, rigorous modeling is recast in a combined adjustment model. Due 
to nonlinearity of the combined model, the initial values of unknown parameters are 
needed. The initialization process can be done using the estimated parameters from the 
linear parametric model.   

Here, rational function coefficients are estimated using a combined model.  
Furthermore, the Tikhonov regularization method is employed for regularization of the 
problem in the combined model. Five different methods are implemented and their 
performances are compared.  

Comparison of the root mean squared errors shows that the implementation of the 
combined model with an appropriate regularization parameter significantly improves the 
accuracy of the estimated coefficients. The regularized combined model gives the 
minimum root mean squared errors which is about half the value of the linear parametric 
model. The proposed method outperforms the already existing ones from an accuracy and 
computational point of view. 

 
Key words: Rational functions, Ill-posed, Regularization, Least squares, Linear 

parametric model, Combined model 
 

 مقدمه   1
ها يا مدل دوربين،   ماهوارهدر غياب اطلاعات افمريز
 مدل رياضي گويا را درحكمبسياري از محققان توابع 

 دستگاه مختصات عكسي به دستگاهبراي انتقال از 
اند كه مدل رياضي اين توابع  مختصات زميني معرفي كرده

ولدان زوج و  (استاي  به صورت تقسيم دو چندجمله
 براي تصحيح هندسي تصويرسنجيدر  .)2007همكاران، 

توانيم به دو   طوركلي مي  بهگوناگونها و تصاوير  عكس
 :روش زير عمل كنيم

ســـــازي شـــــرايط حـــــاكم هنگـــــام   پيـــــاده -الـــــف
ــرداري عكــس در ايــن حالــت  :)فيزيــك تصــويربرداري(ب

بـرداري    گر و هندسـه عكـس       بايستي اطلاعات داخلي حس   
 ــ. مشــخص باشــد ــه روش دقيــق ي  Rigorousا ايــن روش ب

دقت اين روش از نظر مسـطحاتي و ارتفـاعي          . مشهور است 
ها، بيشتر است و به تعداد نقـاط كنتـرل            نسبت به ساير روش   

سازي نياز است، همچنين به نحوه توزيع         كمتري براي پياده  
يكـي از معايـب عمـده ايـن         . نقاط كنترل حساسـيت نـدارد     

گـر و     روش اين است كـه هميشـه اطلاعـات داخلـي حـس            
 .برداري در دسترس نيست ندسه عكسه
تصحيح هندسي فقط با استفاده از نقاط كنتـرل زمينـي         -ب

)Ground Control Points( : اين روش كه مستقل از
برداري است، فقـط بـا كمـك نقـاط كنتـرل              هندسه عكس 

-Nonگيـرد و بـه روش غيـر دقيـق يـا               زميني صـورت مـي    

rigorous  ز نداشـتن   از مزاياي ايـن روش، نيـا      .  شهرت دارد
 .گر و هندسه تصويربرداري اسـت  به اطلاعات داخلي حس 

حساسيت زياد به تعداد، نحوه توزيع و دقت نقاط كنترل از           
 .شود معايب عمدة آن محسوب مي

براي تصحيح هندسي  هاي غيردقيق كي از روشي
. بعدي است ها و تصاوير، استفاده از توابع گويا سه عكس

دومن و دولف،  (توسعه داد Greveمفهوم اين توابع را 
 US Defense( و آژانس نظامي تهيه نقشه امريكا )2000

Mapping Agency (شان به نام  در سامانه توليد رقومي
PEGASUSتوابع گويا تا .  مورد استفاده قرار گرفته است
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ها در كاربردهاي نظامي مورد استفاده بود و نتايج  مدت
 OGC, (خوب آن منتهي به اين شد كه

Open GIS Consortium (مثابة استانداردي  اين توابع را به
در پردازش تصاوير به دليل عموميت اين توابع، كه براي 

 )rame, Push broom, Whiskbroom(گرها  همة حس
قابل استفاده هستند و مستقل از هندسه اخذ تصاويرند، قرار 

به اين معني كه همگام با ورود . )a2001تائو و هو،  (دهد
توان بدون داشتن دانشي  گرهاي جديد و متفاوت مي حس

گر عمليات تصحيح و  در مورد مدل فيزيكي حس
بعدي را از اين گونه تصاوير با  استخراج اطلاعات سه

درنتيجه معادلات . استفاده از توابع گويا عملي ساخت
توانند در مواردي كه دقت بسيار زيادي مورد نياز  گويا مي

 .ده قرارگيرندنيست مورد استفا
معادلات گويا در تصويرسنجي و سنجش از دور براي 

ء و فضاي تصوير زماني كه مدل  بيان انتقال بين فضاي شي
گر به طور عمدي و يا غير عمدي در  دقيق فيزيكي حس

شود كه امروزه به دليل گسترش  دسترس نباشد استفاده مي
ه ويژه اي، اين معادلات مورد توج اينگونه تصاوير ماهواره

 .قرار گرفته است
تحت اين مدل، مختصات تصويري از تقسيم دو تابع 

اي، در حالتي كه هم مختصات تصويري و هم  چندجمله
نرمال (آيد  اند، به دست مي مختصات زميني نرمال شده

كردن مختصات سبب كاهش خطا در طول محاسبات 
هاي توجيه  در حالتي كه هيچكدام از المان). شود مي

تواند در  و خارجي در دسترس نباشند، اين مدل ميداخلي 
اساس مدل توابع . كار رود بعدي به استخراج اطلاعات سه

كه ضرايب آن هايي است  اي ا بر پايه چندجملهگوي
 DLT, SDLT, 3Dشوند، معادلات  مستقيماً محاسبه مي

Affine, 3D Projective,  از معادلات گويا مشتق
 .شوند مي

 high(هاي با توان تفكيك زياد  رهبا پرتاب ماهوا

resolution (هاي اخير اين روش به منظور  در سال

ها قرار  هاي تصويرسنجي مورد توجه تصويرسنج پردازش
گرفته، كه علت اصلي آن نيز عرضه نشدن پارامترهاي 

 عرضه كننده اين تصاوير هاي مداري از سوي شركت
 .است

با دانستن يا بدون توان  پارامترهاي معادلات گويا را مي
اگر مدل فيزيكي . گر حل كرد دانستن مدل فيزيكي حس

توان يك شبكه تصويري كه كل  گر معلوم باشد، مي حس
بعدي  دهد، قرار داد و شبكه زميني سه تصوير را پوشش مي

اي هر نقطه  متناظر آن را با استفاده از مختصات شبكه
ا استفاده از محاسبه شده از راه نقطه تصويري متناظر آن ب

سپس ضرايب توابع . گر، توليد كرد مدل فيزيكي حس
توان با استفاده از يك روش سرشكني كمترين  گويا را مي

اي زميني  هاي نقاط شبكه مربعات مستقيم با ورودي
)X,Y,Z (اي تصويري متناظر آن  و نقاط شبكه)r,c( ،

در اين روش، هيچ اطلاعات زميني واقعي . برآورد كرد
منزلة تابع مناسب بين  ياز نيست و معادلات گويا بهمورد ن

به اين روش، . كند شبكه تصويري و شبكه زميني عمل مي
 گويند حل غير وابسته به اطلاعات زميني توابع گويا مي

 .)1999كنسرسيوم،  آي اس جي اپن(
گر، توليد  بدون دانستن اطلاعات مدل فيزيكي حس

اين بايد تعداد كافي از بنابر. پذير نيست شبكه زميني امكان
مانند نقشه (هاي سنتي  نقاط كنترل بر سطح زمين به روش

پس از آن از روش سرشكني . آوري شود جمع) DEMيا 
كمترين مربعات تكراري به همراه يك روش پايدارسازي 

در اين . شود براي حل ضرايب توابع گويا استفاده مي
ي واقعي ها جايي روش، راه حل شديداً وابسته به جابه

زميني، تعداد نقاط كنترل، و توزيع اين نقاط در سراسر 
به اين روش حل توابع گويا، روش وابسته به . منطقه است
اين روش، روشي مستحكم و با دقت . گويند زمين مي

كافي، براي حل معادلات گويا، جز در مواردي كه تعداد 
زيادي نقطه كنترل با توزيع متراكم در دسترس باشد، 

  تيخونف و و1999كنسرسيوم،  آي اس جي اپن (تنيس
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 .)1977آرسنين، 
روش كمترين مربعات تكراري و مدلي كه در 

 براي برآورد ضرايب )1999كنسرسيوم،  آي اس جي اپن(
طور  معادلات گويا ذكر شده، روشي است كه تا كنون به

معمول براي برآورد اين ضرايب مورد استفاده قرار 
 ما در اين مقاله عرضه مدلي گرفته است و هدف مي

 .تر براي برآورد اين ضرايب است كامل
طور كه ذكر شد، در اين روش براي حل  همان

در . شود معادلات فقط از نقاط كنترل زميني استفاده مي
هاي زميني و  جايي نتيجه، اين روش شديداً وابسته به جابه
 حتي در اين روش(تعداد و توزيع نقاط كنترل زميني است 

بعدي اين نقاط  براي انتخاب نقاط كنترل بايستي توزيع سه
گر  هاي حس را نيز در نظر گرفت، در مقابل، در مدل

ماهواره و يا روش گويا غير وابسته به زمين كه از تعداد 
كنند، نيازي به توزيع  كمي نقطه كنترل زميني استفاده مي

و براي ) 1998هانسن،  (بهينه اين نقاط وجود ندارد
حدوده خارج، نقاط كنترل، دقت به شدت كاهش م

اي انتخاب  گونه پس در نتيجه نقاط كنترل بايد به(يابد  مي
تائو (شوند كه ساير نقاط در محدوده اين نقاط قرار گيرند 

در اين حالت، معادلات گويا سعي در ). )a2001و هو، 
هاي زيادي  برآورد هندسه پيچيده تصوير با استفاده از ترم

ها دارد و در نتيجه درحكم مدل مناسب  اي دجملهاز چن
كند و خطاي انباشتگي پارامترها  اي عمل مي ولي پيچيده

)over-parameterization error ( ممكن است باعث نبود
در واقع مسئله  .استحكام روش كمترين مربعات شود

برآورد پارامترهاي معادلات گويا با استفاده از نقاط كنترل 
لب موارد يك مسئله بدطرح است كه بايد موجود در اغ

موضوع . روشي را براي پايدارسازي آن مسئله اتخاذ كرد 
ديگري كه بايد به آن توجه كرد مدل مورد استفاده در بر 

تاكنون در اغلب موارد معادلات . آورد پارامترها است
گويا به مدل پارامتري خطي تبديل شده و با استفاده از 

ل پارامتري خطي پارامترهاي مربوطه روابط مربوط به مد

، اما همان طوري كه )1998هانسن،  (شده است برآورد مي
شود مدل درست و  هاي بعدي نشان داده مي در قسمت

بنابراين . كامل براي برآورد پارامترها، مدل تر كيبي است
در اين مقاله براي برآورد پارامترها از مدل تركيبي كه 

دل پارامتري خطي است، تري نسبت به م مدل كامل
همچنين در مورد روش پايدارسازي . استفاده شده است

 استترين روش پايدارسازي  تيخونوف كه معمول
اين روش در مورد . توضيحات مختصري آورده شده است

توابع گويا، هم در حالت مدل پارامتري خطي و هم در 
حالت مدل تركيبي به اجرا گذاشته شده است و نتايج هر 

هاي بعدي آورده  ها به تفصيل در قسمت م از اين روشكدا
 .شده و با هم مقايسه شده است

در انتهاي اين قسمت تعدادي از مزايا و معايب استفاده 
ها و تصاوير  از توابع گويا در تصحيح هندسي عكس

 :متفاوت را بيان مي كنيم
توان به موارد زير اشاره كرد  از مزاياي اين روش مي

 :)2005ون و همكاران،  و جاكبس1385، االله توكلي(
گر  به جهت مستقل بودن از نوع حس: عموميت داشتن

تواند براي انواع  مي) هاي توجيه داخلي و خارجي المان(
 ,Frame Type, Pushbroomگرهاي مختلف مثل حس

Whiskbroom, SAR به كار رود، ضرائب اين توابع 
شامل (ت تواند به صورت مجازي همه انواع تأثيرا مي

گر، انحناي زمين، شكست، پارامترهاي  هندسه حس
را شامل شود، تصاوير ) self-calibrationخودواسنج 

 همچنين كاربر .را پردازش كند) partial image(ناتمام 
گر اين توابع را اجرا كند و  تنها كافي است براي يك حس

 .گرها را پوشش دهد بقيه حس
اين روش نيازي به داشتن : محرمانه ماندن اطلاعات مداري

اطلاعات اوليه از تصاوير ندارد، در نتيجه در تصاوير با 
كيفيت زياد كه معمولاً اطلاعات مداري آنها منتشر 

 .شود، به خوبي قابل استفاده است نمي

تواند به صورت   به علت داشتن سرعت كافي مي:كارآيي
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 .كار رود به) real time(آني 

كار  د با هر دستگاه مختصات زميني بهتوان مي: قابليت انتقال
 .رود

رغم مزاياي فوق، معايبي جدي نيز  علي ،اين معادلات
االله توكلي، (توان به موارد زير اشاره نمود دارند كه مي

 :)2005 و جاكبسون و همكاران، 1385
اين معادلات دقيق نيستند كه در نتيجه استفاده        : دقيق نبودن 

ه معـادلات دقيـق كـاهش       از اين معادلات، دقـت نسـبت ب ـ       
 .يابد مي

ضرايب آن داراي مفهوم فيزيكي نيستند،   :  استحكام نداشتن
هــا مشــكل  كــه در نتيجــه تفســير و تشــخيص اهميــت تــرم 

منـد و     در نتيجه امكان پنهان ماندن خطاهاي سامان      . شود  مي
يــابي غيرقابــل تعيــين در بــين نقــاط  تزريــق خطاهــاي درون

فر شـدن مخـرج نيـز       همچنين امكـان ص ـ   . چك وجود دارد  
 .وجود دارد

در نتيجه اسـتفاده از ايـن معـادلات، ارزيـابي           : نبود اطمينان 
 .پذير نيست دقت و صحت به آساني امكان

پيچيدگي در تعيين توابع گويا مناسـب و تعـداد          : پيچيدگي
نقاط مـورد نيـاز ممكـن اسـت منتهـي بـه فقـدان اسـتحكام                

 .معادلات گويا و از دست دادن بيشتر دقت شود
 
 مدل رياضي توابع گويا   2

اي  مدل رياضي توابع گويا به صورت تقسـيم دو چندجملـه          
بعدي تعداد پارامترهـاي مـدل بـراي          است كه در حالت سه    

 ضريب براي صـورت،     20( تا است    39هر مولفه مختصاتي    
ــه19 ــراي مخــرج1عــلاوه مقــدار ثابــت    ضــريب ب كــه )  ب

 ه شـده اسـت    آورد) 1(معادلات مربوطه در جدول شـماره       
ــوتين و 1999، مــدني، 2005جاكبســون و همكــاران، (  و ت

 .)2000چنگ، 
طـوركلي بـه دو صـورت       هاي حل معادلات گويـا بـه        روش

 :زير است

ــين  : Downward)(ســووروش فر. 1 ــه زم كــه از تصــوير ب
 .رسد مي

 كــه از زمــين بــه :)Upward  يــاForward (روش فراســو. 2
توضـيح ايـن روش     كـه در اينجـا فقـط بـه          . رسد  تصوير مي 

 .پردازيم مي
در اين حالت مختصـات تصـويري از تقسـيم          : روش فراسو 
اين مدل شبيه به معادلات . آيد اي به دست مي    دو چندجمله 

خطي ارتباط بين فضـاي شـئ و تصـوير را برقـرار               شرط هم 
يك مدل عمومي از توابع گويا كه براي انتقـال از           . كند  مي

عـدي تصـوير مناسـب      بعدي زمين بـه فضـاي دوب        فضاي سه 
در معــادلات داده .  آورده شــده اســت1باشــد، در جــدول 
مختصــات تصــويري نقــاط و   ) x,y(، 1شــده در جــدول  

)X,Y,Z ( ــا آنهــا اســت، و  ijkaمختصــات زمينــي متنــاظر ب
ها هستند كـه بـه آنهـا ضـرايب توابـع              اي  ضرايب چندجمله 

 .گويند گويا مي
ع گويا وجود دستگاه مختصات با ازآنجاكه در تواب

مقادير مختصات خيلي بزرگ غير عادي نيست، اگر به 
اي با درجه نسبتاً زياد نيز  همراه مختصات بزرگ، چندجمله

 numerical(به كار رود، نبود استحكام عددي 

instabitliy ( و خطاهاي سرريزي)overflow error ( يا
لذا به . هدممكن است رخ د) truncation error(برشي 

منظور استحكام محاسباتي و كاهش تزريق خطاها در طول 
محاسبات، دو مختصات تصويري و سه مختصات زميني 

و + 1شوند تا در بازه  دهي مي دهي و مقياس هركدام شيفت
 قرار گيرند و اين امر باعث استحكام محاسباتي و -1

فرآيند . شود كاهش و كمينه شدن خطاهاي محاسباتي مي
 صورت با استفاده از روابط زير  سازي مختصات لنرما
 :گيرد مي
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0 0

0 0 0

,

, ,

n n
s s

n n n
s s s

x x y y
x y

x y
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 مقادير مقياس sy وsxمقادير شيفت و 0y و0xكه 
 مقادير 0X،0Y،0Zابه آنمش. مختصات تصويري هستند

 مقادير مقياس مختصات زميني sX،sY،sZشيفت و
 .هستند

 و 3حدود به عموماً بيشينه توان هر مختصات زميني م
 3هاي زميني نيز محدود به  مجموع توان همه مختصات
0:است به اين معني كه 3≤ ≤m، 0 3≤ ≤n ،

0 3≤ ≤p ،.3+ + ≤m n p ضريب، 39 در نتيجه 
 ضريب براي مخرج 19 ضريب براي صورت و 20شامل 

واهيم داشت كه براي حل ضرايب معادلات گويا، خ
 . نقطه كنترل نياز است39حداقل به 

 
 تبديل مدل به مدل پارامتري خطي   3

 : به صورت زير است) 1(شكل خطي شده معادلات جدول 

             3
0 1 19

3
1 19

(1 ).( )
(1 ).(1 )

T

T

X Y Z Z a a a
x

X Y Z Z b b
=

" "
" "

 

)2(        3
0 1 19

3
1 19

(1 ).( )
(1 ).(1 )

T

T

X Y Z Z c c c
y

X Y Z Z d d
=

" "
" "

 

      3 31
x

X Y Z Z xX xY xZ xv J
B B B B B B B B B
⎡ ⎤− − −

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

" "
 

3 31
y

X Y Z Z yX yY yZ yv K
D D D D D D D D D
⎡ ⎤− − −

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

" "
 

)3( 
 
 

 يا
  

3 3

'

1
x xv Bv

X Y Z Z xX xY xZ J x

= =

⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦" "
 

3 3

'

1
y yv Dv

X Y Z Z yX yY yZ K y

= =

⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦" "

 

)4( 
 كه در آن
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)5( 
توان به صورت   نقطه كنترل، معادلات پارامتري را ميnبا 

 :زير نوشت

)6(                    
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 :توان به صورت زير خلاصه كرد رابطه بالا را مي

)7(                                           V PAx Pl= − 

 به صورت زير N وM وC وRكه در روابط بالا 
 :شوند تعريف مي
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 .مدل رياضي توابع گويا. 1جدول 
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هــا بــه  انــدهم  مــاتريس وزن بــاقيدرحكــمتــوان   را مــيPو

 :صورت زير درنظر گرفت
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 بـردار   l  و  بردار مجهـولات   x ماتريس ضرايب،    Aهمچنين  
. ندهســت) مختصــات تصــويري مشــاهده شــده (مشــاهدات 

 :ت نرمال به صورت زير خواهد شددرنتيجه معادلا

)12(                           
( )

2 2

12 2

( ) 0T T

T T

A P A x A P l

x A P A A P l
−

− =

→ =
 

روش مستقيم و   : دكرتوان با دو روش حل       معادله بالا را مي   
 .روش تكراري

 

 بـا قـرار دادن      گويـا روش حل مستقيم توابع      :روش مستقيم 
در ايـن صـورت     . استيكه   به صورت ماتريس     Pماتريس

توانـد بـا اسـتفاده از سرشـكني كمتـرين            مي را   معادله نرمال 
 :دكرمربعات استاندارد حل 

)13(                                      1( )T Tx A A A l−= 

در روش تكراري بـه منظـور ارتقـاي دقـت      : يروش تكرار 
تر، از روش    يقپارامترهاي تعيين شده و رسيدن به مقادير دق       

سرشكني كمترين مربعات تكـراري در تعيـين پارامترهـاي          
در مـورد روش تكـراري، مقـدار        . شـود  استفاده مي  مجهول

دسـت   تـوان ابتـدا از روش مسـتقيم بـه     ب را مـي   ياوليه ضـرا  
رمـال   را با استفاده از حـل معادلـه ن      jx و   jPآورد، سپس   

به صورت تكراري تا زمان رسيدن به شرط نهـايي محاسـبه            
ــر ــول   . دك ــر صــفر نشــدن در ط ــين مخــرج را از نظ همچن

د تا از تقسيم ماتريس وزن بر صـفر         كرمحاسبات نيز كنترل    
 .جلوگيري به عمل آيد

به با مقايسه روش مستقيم و روش تكراري، روش دوم          
اسـبات   به ايـن دليـل كـه مـاتريس وزن در مح            لحاظ نظري 

 .استتر  شود، دقيق وارد مي
در ايـن روش چنـد نكتـه مهــم وجـود دارد كـه شــامل      

ــر   ــوارد زي ــتم ــادير    : اس ــردن مق ــال ك ــورد، نرم ــين م اول
هاي زميني و تصويري است كه قبلاً توضيح داده           مختصات

هـا    اي  اين از آنجا كه، دامنه تغييرات چندجمله        بر  علاوه. شد
ــع مناس ــ  ــرل توزي ــاني كــه نقــاط كنت ــواختي را زم ب و يكن

، در نتيجه، در تابع توزيع نقـاط كنتـرل و           استندارند، زياد   
تابع مقادير ارتفاعي احتمـال آن وجـود دارد كـه مـاتريس             

)نرمــال )2TA P Aــدار شــود در نتيجــه ممكــن اســت . ، ناپاي
هـاي داراي درجـات       اي  ويـژه در چندجملـه      معادله نرمال به  

)) singular(ســينگولار (تكــين ) 2رجــه بيشــتر از د(بــالاتر 
در اين موارد احتمال واگرايـي فراينـد تكـرار وجـود            . شود
اگر فـرض كنـيم كـه مـدل دوربـين بـراي كـاربر در                . دارد

اي بـا تـوان تفكيـك         مثل تصـاوير مـاهواره    (دسترس نباشد   
، در نتيجه به منظور انتخاب نقاط كنترل بايـد از روش    )زياد

 و Cartography/DEMروش ســنتي اســتفاده كــرد كــه    
به همين دليل به دست آوردن توزيع منظمي .  است GPSيا

از نقاط كنترل غير ممكن است و در نتيجه، استفاده از يك            
ــراي ) regularization(الگــوريتم پايــدار ســازي  عــددي ب

 .همگرايي فرايند تكرار ضرورت دارد
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هاي پايدارسازي بسياري وجود دارند كه به دليل          روش
ــ ــا در روش مح ــتفاده از آنه ــاگون،   دوديت، اس ــاي گون ه

 و تائو   1992گروه،   (اما الگوريتم تيخونوف  . مناسب نيست 
هاي پايدارسازي    ترين الگوريتم   يكي از رايج  ) a2001 و هو، 

هاي ناپايدار است كه اين روش شامل افزودن          براي دستگاه 
ه قطـر مـاتريس    ب λ<0يك مقدار ثابت دلخواه كوچك      

سـپس مـاتريس    . نرمال به منظور پايدار كردن مسـئله اسـت        
 و تـائو    1992گروه،   (آيد  نرمال به صورت منظم زير در مي      

 :)b2001 و هو،

)14(                   
2 2 2

2 2 1 2

( ) 0
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T T
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x A P A I A P l
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+ − =
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تر، معادله بالا به صورت       براي رسيدن به يك روش نرم     
 :ونوف حل خواهد شدتكراري با استفاده از روش تيخ
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 كه در آن

)16(                                         ( )( ) ( )
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 P عـدد تكـرار،   sپـارامتر پايدارسـازي،      λ،  )14(در رابطه   
ــاتريس وزن و  ــت   lδم ــرل اس ــاط كنت ــت نق ــاي بس . خط

 صــورت L بــا اســتفاده از منحنــي λانتخــاب بهينــه پــارامتر
تـــر در مـــورد الگـــوريتم  توضـــيحات كامـــل(گيـــرد  مـــي

 شـده   هـاي بعـدي آورده     پايدارسازي تيخونوف در قسـمت    
 ).است 

روشي كه در اين قسمت ذكر شد روش معمولي است          
يب معـادلات گويـا از آن       ورد ضـرا  كه تـاكنون بـراي بـرآ      

اسـاس ايـن روش بـر مشـاهده فـرض           . شـده اسـت     استفاده  
كردن مختصات عكسي و مطلق در نظر گـرفتن مختصـات           

چنين فرضـي منطبـق بـر واقعيـت         . نقاط كنترل زميني است   
حل صحيح اين مدل رياضـي بـه ازاي فـرض           . مسئله نيست 

در . مشاهداتي بودن مختصات عكسي و زميني عملي است       
چنــين حــالتي ديگــر مــدل بــه صــورت صــريح بــر حســب  
مشاهدات و يا به عبارتي مدل پارامتري نيسـت و تبـديل بـه         
يك مدل ضمني از مشاهدات و مجهولات خواهد شد كـه           

 .شود در اصطلاح مدل تركيبي ناميده مي
 
 پيشنهاد مدل تركيبي به منزلة مدل كامل   4

جهـولات در   مدل پارامتري در برآورد كمتـرين مربعـات م        
صورتي قابل استفاده اسـت كـه بتـوان مـدل رياضـي را بـه                
صورت صريح برحسب مشاهدات نوشت و يـا بـه عبـارتي            

تـوان    اگر بتوان به ازاي هر مشاهده يك معادله نوشت، مـي          
ولـي  . از مدل پـارامتري كـه قـبلاً ذكـر شـد، اسـتفاده كـرد          

كه در هر معادله تركيبي چنـدين مشـاهده ظـاهر             درصورتي
دهنـده     باشد و يا به عبارتي معـادلات رياضـي تشـكيل           شده

صـورت معـادلات ضـمني از مشـاهدات و            مدل رياضي بـه   
مجهولات باشد، مدل رياضي تبديل به يك مـدل تركيبـي           

در مورد معـادلات گويـا چنـين حـالتي وجـود             . خواهدشد
 .دارد

در حالت كلي مدل تركيبي براي برآورد مجهولات را         
 :نمايش دادتوان به صورت زير  مي

)17(                                             ( ), 0f x l = 

كه پس از خطي كردن، معادلات مدل تركيبي به صـورت            
 :زير در مي آيد

)18(                                    0A x Bv Wδ + + = 

 مـاتريس   Bو ماتريس ضرايب اوليـه   A،)18(كه در رابطه 
 :آيد دست مي ضرايب ثانويه است و از روابط زير به

)19(                
0 0ˆˆ , ,,f f

x x l x ll
A B= ∇ = ∇ 

W      كه با استفاده از مقدار اوليـه    است نيز بردار خطاي بست 
 :شود مجهولات و مقدار مشاهدات از رابطه زير محاسبه مي
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)20(                                      ( )
0 ,, x lW f x l= 

در نهايت بردار تصحيحات مجهولات ايـن مـدل بـه روش            
 :آيد دست مي كمترين مربعات با استفاده از رابطه زير به

)21(                     ( ) 11 1ˆ T Tx A M A A M Wδ
−− −= − 

=−1 مــاتريس وزن مشــاهدات و Pكــه در آن  TM BP B 
 .است

بــه علــت غيرخطــي بــودن روابــط بــالا راه حــل مــا بــه  
صورت تكراري است كه بايد در هر تكـرار تـا رسـيدن بـه         

بـا  . كنـيم ) update(شرط مورد نظر مجهولات را به هنگام        
 بـه   x̂استفاده از فرايند تكرار بردار مجهولات برآورد شده       

 :ستصورت زير قابل برآورد ا

)22(                                           0ˆ ˆx x xδ= + 

در اين قسمت براي حل مدل توابـع گويـا بـه صـورت              
تركيبي، معادلات گويا را به صـورت معـادلات داده شـده            

كنيم و براي بـرآورد پارامترهـا از         بازآرايي مي  2در جدول   
 .مكني روابط مدل تركيبي استفاده مي

در حل اين مدل پارامترهاي برآوردشـده از حـل مـدل            
به صـورت پـارامتري خطـي در حكـم مقـادير اوليـه بـراي                

همچنين در هـر تكـرار      . گيرند  كردن استفاده قرار مي     خطي
از روش پايدارسازي تيخونوف براي پايـدار كـردن مسـئله           

 .كنيم استفاده مي
 
  پايدارسازيمتفاوتهاي  ناپايداري و روش   5
 در اوايل قرن    )Hadamard(اني مسائل بد طرح را آدامار       مب

شود   از نظر او يك مسئله بدطرح گفته مي       . حاضر بيان كرد  
 :اگر

 مسئله جواب نداشته باشد -1

 جواب مسئله يكتا نباشد  -2

در كـار مـا     (هاي معلـوم      جواب يك تابع پيوسته از داده      -3
اران،  و ولدان زوج و همك ـ     1992گروه،   (نباشد) مشاهدات

ــيچش بســياركوچك روي  . )2007 ــارت ديگــر، واپ ــه عب ب
ها، باعث واپيچش بسـيار  بـزرگ روي جـواب مسـئله               داده
 .شود

 تر مسئله كمترين مربعات زير را  به عبارت دقيق

)23(                                
2

min

m nAx b A
Ax b

×⎧ = ∈⎪
⎨

−⎪⎩

\ 

را ناميم هر گاه دو خصوصـيت زيـر           يك مسئله بدطرح مي   
 :دارا باشد

 بـه تـدريج   Aماتريس ) singular values(مقادير ويژه  -1
 .به سمت صفر ميل كند

ترين مقدار ويژه غيـر       ترين و كوچك    نسبت بين بزرگ   -2
 . مقدار بزرگي باشدAصفر ماتريس 

نكتة مهم و جالبي كه بايد به آن توجه كنيم اين اسـت             
 يـك   كه بدطرح بودن يك مسئله به اين معنـي نيسـت كـه            

جواب تقريبي قابل قبول براي مسئله قابـل محاسـبه نيسـت،            
هاي معمولي    بلكه بدطرح بودن به اين معني است كه روش        

 QR و يــا Cholesky, Luعــددي در جبــر خطــي ماننــد 

factorizationتواننــد بــه طــور مســتقيم يــك جــواب   نمــي
بنابراين بايد  . دست دهند   تقريبي قابل قبول را براي مسئله به      

هايي را براي بـه دسـت آوردن يـك جـواب تقريبـي           روش
قابــل قبــول بــه كــار بــرد كــه ايــن موضــوع هــدف اصــلي  

اگـر مـاتريس ضـرايب يـك        . هاي پايدارسازي است    روش
مسئله كمتـرين مربعـات داراي دو شـرط فـوق باشـد، بايـد               
روشي براي پايدارسازي مسئله اتخـاذ شـود كـه ايـن روش             

 اطلاعـات جـانبي بـه       اي از   عبارت است از تزريق مجموعـه     
. دسـت آيـد    هه ب ئلمسئله تا يك جواب قابل اعتماد براي مس       

ه ئلاطلاعات جانبي زيادي در مورد جـواب مـورد نظـر مس ـ           
منظـور پايدارسـازي يـك      اما به  است ، قابل استفاده     xيعني  
ه بدطرح گسسته معمولاً كمينه شدن قيد زير را در نظر   ئلمس
 :گيرند مي

)24(                                     
2

( ) ( )x x x∗Ω = − 
 

 .مقدار اوليه مجهولات استx*كه در آن
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 .منظور مدل رياضي به مدل تركيبي بازآرايي معادلات گويا به. 2جدول 

3 3
1 2 3 4 5 6 19 0 1 2 3 4 5 6 19

3 3
1 2 3 4 5 6 19 0 1 2 3 4 5 6 19

... ( ... ) 0

... ( ... ) 0

+ + + + + + + + − + + + + + + + + =

+ + + + + + + + − + + + + + + + + =

x b xX b xY b xZ b xXY b xXZ b xY Z b xZ a a X a Y a Z a XY a XZ a Y Z a Z

y d yX d yY d yZ d yXY d yXZ d yY Z d yZ c c X c Y c Z c XY c XZ c Y Z c Z
 

 
 ين مربعات به ازايله كمترن شرط، جواب مسئيبا اعمال ا

ترين  معمول. شود ين ميي شدن دو تابع هدف تعكمينه
 وجود دارد و ما نيز از همين لهن مسئيحل اروشي كه براي 

 گوياه برآورد ضرايب توابع ئلروش براي پايدار سازي مس
كه از است كنيم، روش پايدار سازي تيخونوف  استفاده مي
 مسائل بدطرح يسازداريم در پاي مستقيها جمله روش

  تابع هدف به صورت،سازي اين روش پايداردر. است
ر ي از توابع هدف ذكر شده به شكل زيب خطيك تركي

 :شود يدر نظر گرفته م

)25(             22 2 *
2 2

( )Ax b x x Minλ− + − → 

شود كه  پايدارسازي ناميده مي  پارامترλدرعبارت بالا 
ا و قيد جانبي را كنترل ه مانده  شدن باقيوزن بين كمينه

ند هست ييها ، روشيدارسازي پايها اصولاً روش. كند مي
ك پارامتر ي و با در نظر گرفتن يات خاصيكه با فرض

ك جواب ي يدارسازياسكالر معلوم، موسوم به پارامتر پا
 يد و پس از آن به جانده يله نسبت مدار را به مسئيپا
 بحث را به  توجه،ها  جوابي فضاهمةافتن جواب از ي
 و كنند ميمعطوف ) ك عددي(ك پارامتر اسكالريافتن ي

ولدان زوج  (دسازن ين پارامتر مطرح ميي تعيها بحث روش
 .)2007و همكاران، 
 براي تعيين اين پارامتر وجود دارد تفاوتيهاي م روش

براي يافتن  Lكه ما در اين مقاله از روش مبتني بر منحني 
 روش .كرد استفاده خواهيمپارامتر بهينه پايدارسازي 

 يدارسازي انتخاب پارامتر پايها  از روشيكي L يمنحن
 مشاهداتياز به شناخت نرم خطاياست كه در آن ن

2
e 

 ي برايكين ابزار گرافيتر ن روش مناسبيا. وجود ندارد

رات يي گسسته با استفاده از تغطرحل مسائل بديه و تحليتجز
دار شدهي پانرم جواب

2
xمتناظر به ي در مقابل نرم خطا 

آن 
2

−Ax bه يه كليح است كه پايلازم به توض.  است
 جواب يداريان پاي تعادل مي برقراريدارسازي پايها روش
 يسازدارير پارامتر پايوجودآمده تحت تأث به) اسيبا(و خطا

 مطرح يكيش به صورت گرافن روياست، كه در ا
 آن است كه، نرم L ي در روش منحنياديفرض بن. دشو يم

 از پارامتر يمانده، تابعيبردار جواب و نرم بردار باق
 L يمنحن. )2007ولدان زوج و همكاران،  (اند يدارسازيپا

ب كم در يك قسمت با شيك قسمت قائم، يشامل 
ت قسم.  استيك قسمت افقي قسمت قائم و يگيهمسا
 يدارسازي است كه پارامتر پاييها  متناظر با جوابيافق

 يناش) اسيبا(الشعاع اغتشاش  و جواب تحترد دايبزرگ
 ييها  جوابقسمت قائم متناظر با. است يدارسازياز پا

جه ي و در نترند كوچك دايسازدارياست كه پارامتر پا
 e مشاهدات ي از خطايالشعاع اغتشاش ناش جواب تحت

رات نرم بردار جواب يي كه تغي هنگام.قرار دارد
2

x را 
در مقابل 

2
−Ax bمي رسم كنيتمياس لگاري در مق، 

 ي گونه است با بخشL ي شكلي حاصل غالباً دارايمنحن
. سازد ي و قائم آن را از هم جدا مي افقيها كه قسمت

 از گراف يا ن روش، نقطهي در ايدارسازينه پايتر بهپارام
( ) ( )2 2

( ) , ( ) log , log= −Ax b xρ λ η λ  است كه
علت انتخاب اين . منحني در آن نقطه حداكثر انحنا را دارد

نقطه برقراري تعادل بين اغتشاش ناشي از پايدارسازي و 
 ت در آن نقطه اسeاغتشاش ناشي از خطاي مشاهدات

 ي حالت كل1 در شكل .)2007ولدان زوج و همكاران، (
 .است ش گذاشته شدهي به نماL يمنحن



 101                                                                                  معرفي روشي جديد براي برآورد ضرايب توابع گويا

 
 

 
 .)1998هانسن، ( L ي منحنيحالت كل. 1شكل 

 

 

 نتايج عددي   6
در اين قسمت به منظور بررسي موردي از يك عكس 

 نقطه كنترل است، استفاده 77اي كه داراي  ماهواره
 نقطه را در حكم نقاط چك 77 نقطه از اين 19. ايم كرده

منظور برآورد پارامترها  ايم و از بقيه نقاط به در نظر گرفته
توزيع نقاط كنترل و چك براساس . ايم استفاده كرده

 . آورده شده است2مختصات زميني نقاط در شكل 
طور كه در قسمت قبل گفته شد يك مسئله  همان

ود اگر ش اي بدطرح ناميده مي  كمترين مربعات، مسئله
  دهنده  نشان3شكل . داراي دو خصوصيت ذكر شده باشد

.  به سمت صفر استAسير نزولي مقادير منفرد ماتريس 
همچنين با . بنابراين مسئله ما داراي خصوصيت اول است

ترين مقدار  ترين به كوچك توجه به اينكه نسبت بزرگ
توانيم   مقدار بزرگي است، ميAمنفرد غيرصفر ماتريس 

. استبگيريم كه مسئله ما يك مسئله بدطرح نتيجه 
هاي قبل ذكر شد يكي از  طور كه در قسمت همان
هاي تعيين پارامتر بهينه پايدارسازي روش مبتني بر  روش
 نمونه نحوه تعيين درحكم 4 كه در شكل است L منحني

 پايدارسازي به روش تيخونوف براساس  پارامتر بهينه
 4منحني شكل . (است به نمايش گذاشته شده Lمنحني 

 ).است) 14(مربوط به حل مدل با استفاده از رابطه 
در اين قسمت مسئله تعيين ضرايب توابع گويا به 

. شوند هاي متفاوت كه تاكنون ذكر شد، برآورد مي روش
 :انداز ها عبارت اين روش

  حل مدل به صورت پارامتري خطي بدون پايدارسازي. 1
 خطي همراه با حل مدل به صورت پارامتري. 2

 پايدارسازي

 حل مدل به صورت تركيبي، بدون پايدارسازي. 3

حل مدل به صورت پارامتري خطي به روش تكراري . 4
 همراه با پايدار سازي

روش (حل مدل به صورت تركيبي همراه با پايدارسازي . 5
 )پيشنهادي مقاله
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 .حسب مختصات زميني نقاط بربررسيپراكندگي نقاط كنترل و چك در منطقه مورد . 2شكل 
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لازم به ذكر است كه در حل مدل به صورت تركيبي 
 راه حل ما به صورت تكراري ،5 و 3هاي  يعني در حالت

له را  در هر مرحله از تكرار مسئ5خواهدبود و در حالت 

 منظور به سرشكني متفاوتهاي  نتايج روش. كنيم پايدار مي
 آمده 12 تا 5هاي   در شكلگويابرآورد ضرايب معادلات 

 .است
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max(تغييرات مقادير منفرد ماتريس ضرايب . 3شكل
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)  خطيمنظور تعيين پارامتر بهينه پايدارسازي در مدل پارامتري به Lمنحني  .4شكل  0.0026532)=optλ. 
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 .سازيده از حل مدل به صورت پارامتري خطي بدون پايدارمانده در نقاط چك با استفا مقادير باقي .5شكل 
 .)  برابر شده است100 ها بيشتر، مقياس آن وضوحبراي  واست بر حسب پيكسل مانده  مقادير باقي(
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 .سازيل به صورت پارامتري خطي همراه با پايدارمانده در نقاط چك با استفاده از حل مد مقادير باقي .6شكل 
 .)  برابر شده است100ها  بيشتر، مقياس آن وضوحبراي و مانده برحسب پيكسل است مقادير باقي(
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 .سازي، بدون پايدارصورت تركيبي قاط چك با استفاده از حل مدل بهمانده در ن مقادير باقي .7شكل 
 .)  برابر شده است100ها بيشتر، مقياس آن وضوح براي و استحسب پيكسل مانده بر مقادير باقي(
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 . خطي به صورت تكراري همراه با پايدار سازيك با استفاده از حل مدل پارامتريمقادير باقيمانده در نقاط چ. 8شكل 

 .) برابر شده است100ها  مقياس آن بيشتر،مقادير باقيمانده بر حسب پيكسل بوده و جهت وضوح(
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 .يدارسازيپا با همراه  يايبيترك صورت به مدل  حل از استفاده با چك نقاط در مانده يباق ريمقاد .9 شكل

 .)  برابر شده است100ها  بيشتر، مقياس آن وضوحبراي و استحسب پيكسل مانده بر مقادير باقي( 
 

دهند،   نشان مي9 تا 5هاي  گونه كه شكلهمان
كارگيري مدل تركيبي و پايدارسازي آن به جواب به  به

سرعت  يگرموضوع جالب د. شود مراتب بهتري منجر مي
در . است همگرايي مدل در حالت تركيبي پايدار شده زياد

مانده در نقاط چك به   مقادير باقي12 تا 10 هاي شكل
بهبود دقت مدل  .اند شكل ديگري با هم مقايسه شده

 نمايان ها شكلپيشنهادي در نقاط چك به وضوح در اين 
.است
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 . در نقاط چكx مانده مولفه مقادير باقي .10شكل 

 .سازيحل مدل پارامتري خطي بدون پايدار :بالا چپ                         .سازيحل مدل پارامتري خطي با پايدار :بالا راست                                        
 .سازيحل مدل تركيبي بدون پايدار :ن چپپايي                .                  سازيحل مدل تركيبي با پايدار :ن راستپايي                                       
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 . در نقاط چكy مانده مولفه مقادير باقي. 11شكل 

  .ازيسحل مدل پارامتري خطي بدون پايدار: بالا چپ                         .سازيحل مدل پارامتري خطي با پايدار :بالا راست                                        

 .سازيحل مدل تركيبي بدون پايدار :ن چپپايي                                  .سازيحل مدل تركيبي با پايدار :ن راستپايي                                       
 

مانده در مختصات نقاط چك برآوردشده به  باقي
همراه روند )) 15(معادله ( خطي پايدار يروش پارامتر

. است  شده  نمايش داده12گرايي آن در شكل هم
است   آمده3 و جدول 12كه در شكل  طوري همان
تر از روش تركيبي پايدار و  ها مقاديري بزرگ مانده باقي

 RMSE هرچند مقدار .ها هستند تر از ساير روش كوچك
شود،  ي حل مي كه به صورت تكراري خطيروش پارامتر

روند  يك است ولي نزديبيمدل تركRMSE به مقدار 
  سرعت زياد باهمگرايي بسيار كند اين روش در مقايسه

 .استهمگرايي مدل تركيبي قابل تأمل 
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 . خطي همراه با پايدارسازي و تكراررارهاي حل مدل به صورت پارامتريمانده در نقاط چك و تك مقادير باقي. 12 شكل

    .x   مولفهمانده مقادير باقي :جپبالا   .y   مولفهمانده مقادير باقي :راستبالا 

 .روند همگرايي مدل :پايين
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 .)است پيكسلواحد اعداد (  سرشكنيمتفاوتهاي   نقاط چك با استفاده از روشRMSE مقايسه .3جدول 

 
 

 (RMSE) )root mean square error(  نقاط چك
 آورده شده 3 در جدول گفته پيشهاي  با استفاده از روش

 زير  از رابطهRMSEر است كه مقدار لازم به ذك .است
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توانيم نتيجه بگيريم  دست آمده مي هبا توجه به نتايج ب
كه روش پيشنهادي مقاله دقت بهتري را در نقاط چك 

اين است كه با ديگر  مهم قابل ذكر نكته. دهد دست مي به
 به سرعت همگرا يبيترك مدل ،استفاده از روش پيشنهادي

در صورتي كه در روش معمول )  تكرار2با ( شود مي
 مشاهده 12طور كه درشكل  همان برآورد ضرايب،

 تعداد تكرارهاي ما به مراتب بيشتر بوده و سرعت شود مي
 .استهمگرايي مدل بسيار كم 

موضوع جالب ديگر اين كه استفاده از الگوريتم 
 تكرارهاي متوالي حل مدل به پايدارسازي تيخونوف در

صورت تركيبي، تعداد تكرارها را به مقدار قابل توجهي 
 5 و 3هاي   يعني در مقايسه بين حالت؛دهد كاهش مي

 5تعداد تكرارهاي مورد نياز براي همگرايي مدل در حالت 
 .است 3بسيار كمتر از حالت 

 
 نتيجه گيري   7

 گويال توابع  سرشكني مدهاي متفاوت در اين مقاله حالت
ار  مورد بررسي قرگويابراي برآورد ضرايب معادلات 

شده علاوه بر دقت  گرفت و روش تركيبي پايدارسازي

نياز دارد يعني   برآورد ضرايبدر به تكرارهاي بسيار ،بهتر
سرعت همگرايي  مدل پيشنهادي به مراتب بهتر از 

 .استهاي موجود  روش
 

 تشكروقدرداني
 سرشت به خاطر در اختيار قرار دادن از آقاي دكتر سعادت

آقاي دكتر عبدالرضا صفري و  نقاط كنترل و همچنين از
هاي مفيد  آقاي مهندس سجاد احدزاده به خاطر راهنمايي

 .شود ميگزاري  ايشان سپاس
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