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  مبتني بر تسروييد در محاسبه اثر جاذبي توپوگرافي هاي روشبررسي كارايي 
 

  *مهدي گلي
  

  استاديار، دانشكده مهندسي عمران، دانشگاه صنعتي شاهرود، ايران

)3/7/97، پذيرش نهايي: 16/2/97(دريافت:   

  
  چكيده
. كند يم فايرا ا يكيو ژئودت كيزيدر مطالعات ژئوف ياست كه سهم مهم گراني دانيمهم م يها از مؤلفه يكي يتوپوگراف ياثر جاذب

شده حذف شود. در حل مسائل  يريگ اندازه يجاذب يها عنوان عامل مزاحم از داده به يلازم است اثر توپوگراف يكيزيژئوف ريتفاس يبرا
تا  كياجرام نزد يه اثر توپوگرافمطالعه به نحوه محاسب نيبودن فضا است. ا كيهارمون يبرا يمانع يپوگرافتو يكيژئودت يمقدار مرز

انتگرال  يمنظور مشتق ارتفاع نيا يبرا ياضي. رابطه رپردازد يم يبوو-فوردي) موسوم به زون هالومتريك 167درجه (برابر  1,5فاصله 
 سهيبا روش منشور مقا دييبر المان تسرو يچهار روش مبتن يياست. كارا يارتفاع يقومر يها مورد استفاده مدل يها و داده وتنين
بروش  يگيري عدد انتگرال ما،يمضاعف موسوم به روش فوكوش ييبا قاعده نما يعدد يريگ ها شامل: انتگرال روش ني. اشود يم

آزمون  يهستند. برا يكرو بيتقر ياراد يهمگ يو روش نقطه ماد تزيسو-موسوم به هك لوريت يبسط سر چك،يون-نكيمارت
متر) با اثر 1000با ارتفاع  يكلاهك كرو كيحاصل از  يمصنوع ي(توپوگراف يليمدل تحل كيمختلف، از  يروشها جيصحت نتا
و  كينزد ك،ينزد اريبس يبا ابعاد مختلف و در نواح يها با شبكه يليمدل تحل نيسازي ا معلوم استفاده شده است. گسسته يتوپوگراف

 18تا شعاع  هي(ناح كياجرام نزد يبرا ياثر توپوگراف يساز مدل يور براروش منش تياز موفق يحاك يعدد جيدور انجام شد. نتا
 نيتأم يمتر برا 30با گام بهتر از  يگيري با مدل ارتفاع انتگرال ه،يناح نياست. در ا دييتسرو يبر مبنا يها ) نسبت به روشلومتريك

  است. كساني ياثر توپوگراف نييتعهاي  روشهمه  يعدد جينتا لومتريك 167تا  لومتريك 18 ياست. در نواح زملا كروگاليم 10دقت 
  

  گيري عددي، منشور. اثر توپوگرافي، آنومالي جاذبه، تسروييد، انتگرال :كليدي هايواژه
  

  . مقدمه1
اثر توپوگرافي، شتاب جاذبي اجرام بالاي ژئوييد (سطح 

زميني، هوابرد و يا  گرانيهاي  متوسط دريا) روي داده
در كاربردهاي  تناوب به مؤلفهي است. اين ا ماهواره

 گرانيسازي محلي ميدان  مدل منظور بهمختلف ژئودتيكي 
سازي  ) و مدل1998؛ مارتينك، 1997(سانسو و رومل، 

معكوس  مسائلتفسير گراني و حل  منظور بهژئوفيزيكي 
است. ) بررسي شده 1999؛ نول، 1991ژئوفيزيك (لافر، 

مدل رياضي براي محاسبه اثر توپوگرافي، مشتق (ارتفاعي) 
براي محاسبه آن  ازيموردنهاي  انتگرال نيوتن و داده

هاي  ) است. اين مدلDEMي رقومي ارتفاعي (ها مدل
و  ازدور سنجشلطف پيشرفت در مهندسي  ارتفاعي به

فتوگرامتري در اغلب مناطق زمين با دقت و تفكيك 
 مكاني كافي وجود دارند.

ي مختلف در مطالعات ها جنبهمحاسبه اثر توپوگرافي از 
است. براي مثال براي  شده يبررسژئودتيك و ژئوفيزيك 

اي، كروي  صفحه ازجملهتقريبات مختلف اثر توپوگرافي 
؛ گلي و 2005و بيضوي به مطالعات (نواك و گرافارند، 

توان اشاره كرد. در اين  ) مي1393نجفي علمداري، 
مطالعات نشان داده شده است كه اثر تقريب بيضوي از 

درصد مقدار كل اثر كمتر است. از منظر  1حدود 
- گيري عددي نظير گوس هاي انتگرال ي روشريكارگ به

؛ اصغرزاده 2003توان به مطالعات (ونگ،  لژاندر مي
اشاره ) 2017؛ فوكوشيما 2016؛ ييلدا، 2007وهمكاران، 

گيري نظير  ي مختلف انتگرالها المان ريتأثنمود. همچنين 
منشور، نقطه مادي و تسروييد در اثر توپوگرافي در 

؛ 2007؛ هك و سويتز، 2008پيفر، -مطالعات (ويلد
) 2013گرامبين و همكاران، ؛ 2009، سوليس و همكاران

) نشان 2007است. در مطالعه هك و سويتز ( شده يبررس
ست كه روش منشور دقت كافي براي تعيين داده شده ا

پتانسيل جاذبي توپوگرافي و مشتق ارتفاعي آن را تأمين 
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به مطالعات  DEMاثر تفكيك مكاني  نظر ازنقطهكند.  نمي
سوليس و ؛ 2005؛ كرينسكي وهمكاران، 2001(اسميت، 
اشاره كرد. در اين مطالعات  توان يم) 2009، همكاران

(براي  DEMرگ بودن گام نشان داده شده است كه بز
مثال استفاده از مدل ارتفاعي با گام يك كيلومتر) منجر به 

طور در  شود. همين محاسبه اثر توپوگرافي كوچك مي
) نشان داده شد كه در 2009( سوليس و همكارانمطالعه 

هاي منشور و  منطقه كوهستاني در اتريش اختلاف روش
اند به چندين تو تسروييد در شتاب جاذبه توپوگرافي مي

  گال برسد.  ميلي
 مؤثر) فاصله اجرام 2009در مطالعه سوليس و همكاران (

گيري در انتگرال نيوتن) و تركيب  (شعاع انتگرال
است.  شده يبررسهاي مختلف در اثر توپوگرافي  روش
سازي اجرام بسيار نزديك و  طور درباره نحوه مدل همين

)، 2015) و زاهورك (2002خيلي دور به ياماموتو (
پايان، مطالعات زيادي نيز بر استفاده از  درمراجعه كنيد. 

هاي طيفي براي حل انتگرال نيوتن (نظير فوريه و  روش
، براي اند متمركزشدهي كروي و بيضوي) ها كيهارمون
؛ كلايسن و 2002؛ سون، 1985ببينيد (فرسبرگ؛  مثال

كه مشهود است محاسبه اثر  طور همان). 2013هرت، 
ي وسيع مطالعات در ژئودزي و ها نهيزمتوپوگرافي يكي از 

  ژئوفيزيك است.
طور كه در فوق اشاره شد، تاكنون مطالعات مبسوطي  همان

در خصوص محاسبه اثر توپوگرافي انجام شده است. اما 
هاي پيشنهادي براي تعيين اثر  ر كارايي روشكمت

هاي گراني مورد آزمون قرار  توپوگرافي در ايستگاه
سوليس و نگرفته است. براي مثال در مطالعه جامع 

هاي زيادي از محاسبه اثر  ) جنبه2009( همكاران
هاي مورد اشاره در  توپوگرافي بررسي شده است. اما روش

روش تحليلي (جواب  اين مطالعه بدون مقايسه با يك
طور در  اند. همين صحيح) تنها با يكديگر مقايسه شده

اشاره شده است صراحت  ) به2007مطالعه هك و سويتز (
كه دقت روش منشور از روش المان تسروييد كمتر است. 
اما مقايسه اين دو روش تنها در فواصل دور (چند صد 

ر كه شود و بديهي است كه روش منشو كيلومتر) انجام مي
كند حتي با اعمال تقريب  اي استفاده مي از تقريب صفحه

هاي مبتني بر تسروييد كه  خوبي روش تواند به كروي، نمي
ديگر  برند، عمل كند. ازسوي از هندسه كروي سود مي

هاي  دانيم اثر توپوگرافي در ايستگاه طور كه مي همان
كيلومتر (زون هايفورد) محاسبه  167گراني نهايتاً تا 

  شود.  يم
يكي از اهداف اين مطالعه جستجو براي يافتن يك 

ي ها يآنومالالگوريتم كارا براي محاسبه اثر توپوگرافي بر 
هاي گراني است. در بررسي  جاذبه بوگه در ايستگاه

كارايي دو پارامتر دقت و سرعت محاسبات مورد توجه 
هاي  . توجه اصلي اين مطالعه بررسي روشرديگ يمقرار 

بر تسروييد است كه نقش پررنگي در مطالعات اخير مبتني 
؛ 2013؛ گرامبين و همكاران، 2007نظير (هك و سويتز، 

. لذا ) دارد2017؛ فوكوشيما، 2016ييلدا و همكاران، 
هدف اصلي اين مطالعه معطوف به كاربرد تسروييد در 
-محاسبه اثر توپوگرافي بر شتاب جاذبي در زون هايفورد

  بووي است.
 
 ر توپوگرافي بروش اجزاي محدود. اث2

طبق تعريف، توپوگرافي محدود به اجرام ژئوييد (با شعاع 
) تا سطح زمين با شعاع ژئوسنتريك ௚ݎژئوسنتريك  ௚ݎ + اثر شتاب جاذبي اين اجرام در سيستم  است. ܪ

,ݎ)ܣ  :)1998از (مارتينك،  عبارت استمختصات كروي  ߮, (ߣ නܩ = න න ,ᇱݎ)ߩ ߮ᇱ, (′ߣ ݎ)ᇱଶݎ − ,ݎ)ଷ݈(ݐ′ݎ ,ݐ ᇱ)௥೒ାுᇲ௥ᇲୀ௥೒ݎ
ଶగ
ఒୀ଴

గ/ଶ
ఝୀିగ/ଶ  

)1 (                                                  cos߮′ d߮′dߣ′dݎ′  

,ݎ)در اين رابطه،  ߮,   مختصات كروي نقطه   (ߣ
عرض و  ߣ	و  ߮فاصله ژئوسنتريك و  rمحاسبه شامل 

,ᇱݎ)، نقطه محاسباتي طول ژئوسنتريك ߮ᇱ, مختصات  (ᇱߣ
چگالي  ߩثابت گرانش و  ܩگيري،  نقطه انتگرال

 ᇱܪشعاع ژئوسنتريك ژئوييد و   ௚ݎتوپوگرافي است.
,ݎ)݈همچنينارتفاع سطح توپوگرافي است.  ,ݐ (ᇱݎ =
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ଶݎ√ + ᇱଶݎ − زاويه  نوسيكس ݐفاصله فضايي و   ݐ′ݎݎ2
  گيري است.  كروي بين دو نقطه محاسباتي و انتگرال

طور كه در قبل اشاره شد با توجه به بيضوي بودن  همان
زمين، استفاده از تقريب كروي براي محاسبه اثر 

جز  كند كه به درصد را ايجاد مي 1توپوگرافي خطايي تا 
) و گلي 2005مطالعات معدودي نظير (نواك و گرافارند، 

) در ساير مطالعات از تقريب 1393و نجفي علمداري (
شعاع متوسط  ܴشود. اگر  ي استفاده ميا كروي يا صفحه

ژئوييد باشد، در تقريب كروي، شعاع ژئوسنتريك نقطه 
ݎگيري برابر  محاسبه و انتگرال = ܴ + و  ܪ ᇱݎ = ܴ + است. فرض اساسي ديگر در اين مطالعه  ′ܪ

ثابت بودن دانسيته توپوگرافي است. اين فرض اگرچه 
دهد  رار ميق ريتأثرا تحت  گرانيسازي ميدان  نتايج مدل
). اما در اين 2005؛ مارتينك و همكاران، 2002(هيوانگ، 

شود. علاوه براين فرض  مي نظر صرفمطالعه از اثر آن 
ثابت بودن چگالي براي مطالعات ژئوفيزيك ضروري 

   ).2003است (هاينزه، 
) تمام اجرام توپوگرافي روي سطح زمين 1دامنه انتگرال (

اي هارمونيك كردن است. در مطالعات ژئودتيكي بر
مقادير مرزي لازم است دامنه  مسائلميدان در حل 

اما اغلب در ؛ گيري شامل تمام محدوده زمين باشد انتگرال
 مثلاًگيري تا شعاع محدودي  مطالعات ژئوفيزيك انتگرال

درجه كماني معادل تقريبي  1,5بووي برابر-زون هايفورد
ا توجه به ). ب1991شود (لافر،  كيلومتر محدود مي 167

ي ها زوناهميت بالاي اجرام نزديك، در اين مطالعه به اثر 
هاي آن پرداخته  بووي و روش-خارج از زون هايفورد

ي اين مطالعه با مطالعات قبلي ها تفاوتشود. يكي از  نمي
هاي  ) مقايسه كارايي روش2007نظير (هك و سويتز، 

در مختلف در زون هايفورد است. با اعمال اين فرضيات 
  ، داريم)1رابطه (

,ݎ)ܣ           ) 2( ߮, (ߣ = ∬଴ߩܩ ׬   ோାுᇲ௥ᇲୀோௌబ′ݎd′ߣd߮′dܭ

، ଷ݉/݃݇	2670چگالي متوسط توپوگرافي برابر ଴ߩكه  ܵ଴ ܭبووي و -زون هايفورد = ௥ᇲమ൫௥ି௥ᇲ௧൯௟య(௥,௧,௥ᇲ) cos   است.  ′߮

گيري و  در محاسبه اثر توپوگرافي دو پارامتر المان انتگرال
تقريب هندسه توپوگرافي اعم از مسطح، كروي و بيضوي 

كه كاركردهاي مشابه آنها موجب پيچيدگي  رگذارنديتأث
شود. روش اجزاي محدود يك روش  درك موضوع مي

) 2(عمومي و استاندارد براي تخمين مقدار عددي انتگرال 
ن روش اثر جاذبي توپوگرافي مجموع اثر است. در اي

  است: Ω௜ تر كوچكي ها المانجاذبي 

,ݎ)ܣ     )  3( ߮, (ߣ = ∑ ଴௜ߩܩ ∬ ׬   ோାுᇲ௥ᇲୀோஐ೔′ݎd′ߣd߮′dܭ

تواند نقطه مادي، خط و صفحه و يا  ميΩ௜	هندسه المان 
ي نظير منشور چهاروجهي، منشور كروي بعد سهي ها المان

باشد. وجود جواب  تر دهيچيپ(تسروييد) و يا اشكال 
ي در رابطه فوق، بستگي بعد سهتحليلي براي المان انتگرال 

جز  ها الماندارد. براي مثال براي همه  Ω௜به هندسه المان 
داخلي  گانه سهتسروييد، جواب تحليلي براي انتگرال 

وجود دارد. در حالي براي المان تسروييد، جواب تحليلي 
دارد. انتخاب نوع المان  شعاعي وجود مؤلفهتنها روي 

ممكن است مستلزم استفاده از يك هندسه خاصي از 
مثال زماني كه از المان منشور  عنوان بهتوپوگرافي باشد. 

شود. همچنين  شود، زمين مسطح فرض مي استفاده مي
المان تسروييد بر مبناي كروي بودن زمين است. انتخاب 

. براي مثال المان توانند مستقل باشند نوع المان و هندسه مي
  ن زمين مسطح، كروي و بيضوي باشد.توا نقطه مادي مي

 

  يدوبعدگيري عددي  . المان تسروييد با انتگرال1- 2
تسروييد (منشور كروي) حجم محصور بين دو كره 

داراي  )2(). انتگرال 2007است (هك و سويتز،  مركز هم
شعاعي است (مارتينك،  مؤلفهجواب تحليلي روي 

1998:(  

,ݎ)ܣ  )   4( ߮, (ߣ = ∬଴ߩܩ ,ݎ)ܲ ,ݐ   ௌబ′ߣd߮′d	ᇱ)|௥ᇱୀோோାுᇲݎ

ܭكه كرنل  = dܲ/dاست. براي رابطه آن به مطالعه  ݎ
) مراجعه كنيد. انتگرال سطحي فوق، 1998(مارتينك، 

ي طول و ها مؤلفهيك انتگرال بيضوي بوده كه نسبت به 
عرض جغرافيايي داراي جواب تحليلي نيست. يك روش 
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 ݈଴ زاوترتيب  به
تسروييد است. 

گيري د با انتگرال
گيري  انتگرال

استفاده )2( گانه
؛ ييلد2007ان، 

لژ-ددي گوس
ي توپوگها انيراد
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مت. همچنين علا
ن از ترم مرتبه چه

. المان نقطه ماد
چه اثر جاذبي تس
جرم آن با جرم

دست به PMمادي
S صفر در رابطه 

             000L 

و ݐر اين رابطه 
محاسبه و مركز

. المان تسروييد
ي از محققين از

گ سهرد انتگرال 
رزاده و همكارا
دو از روش عد

گرل، شتاب و 

پاييز، 3، شماره 44ه

 

 

استفاد
براي
كه اين

  از:

)7  (
ضرايب
−سويتز ܴ
است.
كردن

  

3 -2.
چنانچ
كه ج
نقطه م
مرتبه

)8(  

كه در
نقطه م

  

4-2.
برخي
برآور
(اصغر
هر د

پتانسيل

ك زمين و فضا، دوره

سازي گسسته )4
  ست:

,ݎ)ܣ ߮, (ߣ =
راستاي عرض و

هاي محاسباتي ل
يايي است. اين

كند، در اده مي
شود. اين روش
لعات (مارتينكو

؛ هيوانگ،199
ك و همكاران،

شده بكار گرفته
ار تعيين ژئوييد
 روش محاسبه
ك و همكاران،

  
 .Q يريگ گرال

ي تيلور كرنل
 حول مركز

଴ݎ در اينجاكردند. = ௥భା௥మଶ , ߶
سروييد هستند.

فيزيك                  

4( اين انتگرال
زير اس به فرميي

଴ߩܩ ∑ ∑ேഊ௞ୀேഝ௝ୀଵ
در ر DEMگام  ܰఒ تعداد سلول

ل جغرافيطو و
ه تسروييد استفا

MV( ش ناميده مي
وگرافي در مطال
5 و همكاران،

؛ ونيچك2001
) ب2014داري،

افز گرافي در نرم
ويك از اين

؛ ونيچك2003

و نقطه انتگ P ياسبات

  ط تيلور
 از بسط سري
,଴ݎ) مرتبه دوم ଴߶استفاده ك ߶ = ఝభାఝమଶ , حدود هر تس ߣ଴ߣ

                           

به مقدار عددي
ي جغرافيايها ول

   ௝ܲ,௞ഊୀଵ Δ߮Δߣ
گߣΔو  Δ߮رابطه 

 ఒو థܰيايي و 

ترتيب عرض  به
ي از هندسهنوع ه

V( ونيچك-ك

بات اثرات توپو
؛ مارتينك199

ك و همكاران،
ي و نجفي علمد
نين اثرات توپوگ
انشگاه نيوبرانزو
زر و همكاران،

نقطه محا د،ييه تسرو

 تسروييد با بسط
)2007سويتز (

تا جملات 
,଴߶ختصات  (଴ߣ

       ଴ = ఒభାఒమଶ߮ଵ	،߮ଶ ،ߣଵ	،ߣଶ
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براي محاسبه
سلوآن روي 

)5 (           

كه در اين ر
طول جغرافي
در راستاي
بهروش كه 

اينجا مارتينك
براي محاسبا

4ونيچك، 
؛ نواك2002
؛ گلي2004

است. همچني
SHGeo دا

شود (تنز مي
2013.(  

  

هندسه .1شكل

 
. المان2- 2

,ݎ)ܲهك و س ,ݐ (ᇱݎ
مخ بهدييتسرو

)6(          

ଶ  ،ଶݎ	،ଵݎو
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با رابطه زير تقريب زده  )2( گانه سهانتگرال اين روش 
  شود: مي
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)9(  
براي مثال به  ௞߱و  ௜ ،௝߱߱براي نحوه محاسبه ضرايب 

فوكوشيما  راًياخ مراجعه كنيد. )،2016ييلدا و همكاران (
گيري  ) پتانسيل يك تسروييد را با قاعده انتگرال2017(

رقم  15-14با  )1974نمايي مضاعف (تاكاشي و موري، 
محاسبه كرد. در روش فوكوشيما شتاب جاذبي نه  دار يمعن

ي عددي بروش ريگ مشتقگيري عددي بلكه با  از انتگرال
شود. او نشان داد كه  تفاضل محدود مركزي محاسبه مي

 11-9ترتيب با  به آن راي ها انيگرادو  گرانيبردار شتاب 
  .شوند يمرقم معني دارد، محاسبه  6-5و 
  

  اثر توپوگرافي با المان منشوري .2- 5
ي پركاربرد در محاسبه اثر توپوگرافي، ها المانيكي از 

منشور (چهاروجهي منتظم) است. از اين المان در محاسبه 
؛ 1966؛ ناگي،  1951مادر، اثر توپوگرافي در مطالعات (

  ؛ سانسو و 1989؛ فرسبرگ و سيدريس،  1984فرسبرگ، 
؛ 2000؛ اسميت،  2000ان، ؛ ناگي و همكار 1997رومل، 

 )2009؛ سوليس و همكاران، 2003، 1998سوليس، 

المان منشور در سيستم مختصات  شده است. استفاده
شود. شتاب  كارتزين محلي توپوسنتريك تعريف مي

  :ديآ يم دست بهجاذبي ناشي از يك منشور از رابطه زير 
 
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)10(   
݈كه  = ඥΔݔଶ + Δݕଶ + Δݖଶ  طه محاسباتي فاصله بين نق

  گيري است. و انتگرال
ݔΔ همچنين = ݔ − ݕΔ ,′ݔ = ݕ − ݖΔ , ′ݕ = ݖ −   .′ݖ

فوق وجود دارد و اين  گانه سهجواب تحليلي براي انتگرال 
  :)1951منشور است (مادر،  المان ويژگي نيتر مهم
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)11( 

௜,௝,௞݈ كه در اين رابطه = ටΔݔ௜ଶ + Δݕ௝ଶ + Δݖ௞ଶ  هندسه
توپوگرافي در روش منشوري بر اساس مسطح بودن زمين 
است. لذا خطاي استفاده از منشور براي محاسبه اثر 

انحناي زمين  ريتأثتوپوگرافي اجرام دوردست، تحت 
يابد. براي رفع اين خطا بايد ارتباط بين دو  افزايش مي

سيستم مختصات كارتزين تعريف شده در نقطه محاسباتي 
گيري را برقرار كرد. يك روش عملي براي  و نقطه انتگرال

در نظر گرفتن انحناي زمين شيفت ارتفاع نقاط 
 ݏرابطه  است كه در اين ௦మଶோگيري با رابطه تقريبي  انتگرال

سوليس و گيري و محاسباتي است ( فاصله بين نقطه انتگرال
در اين مقاله تنها به اثر  ازآنجاكه). 2009، همكاران

پردازيم؛ اين روش نتايج  توپوگرافي تا زون هايفورد مي
ح بودن زمين در قابل قبولي در كم كردن فرض مسط

  روش منشوري دارد.
 
 سهم اپي سنتر. 3

߰وقتي  ܲو  ܭهاي  كرنل = (يكي شدن نقطه محاسبه  0
گيري) داراي تكينگي ضعيف هستند  به نقطه انتگرال

). براي رفع اين تكينگي معمولاً 1995(ماترينكو همكاران، 
از دو تكنيك بسط كرنل به سري تيلور و تكنيك كوشي 

شود. در اين مطالعه از روش كوشي براي رفع  استفاده مي
) 1995ارتينك و همكاران (شود. م تكينگي استفاده مي

صورت  كه تغييرات دانسيته را به نشان دادند كه درصورتي
توان از روش كوشي براي سهم تكينگي و  جانبي باشد، مي

طور كه قبلاً اشاره شد، در اين  رفع آن استفاده كرد. همان
نظر  مقاله از تغييرات شعاعي و جانبي دانسيته صرف

  وش كوشي مهياست.شود. لذا شرط استفاده از ر مي



 

ه فوق، 
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و مركز  ݌سلول نباشد، با توجه به يكسان بودن ارتفاع نقطه 
سلول اثر توپوگرافي اين سلول صفر خواهد بود و اساساً 
نياز به محاسبه اثر اپي سنتر با تكنيك كوشي نيست. شايان 

اين  DEMكارگيري يك  ذكر است كه فرض اصلي در به
است كه ارتفاع هر سلول ميانگين همه ارتفاعات آن سلول 
است. علاوه بر اين نقطه محاسباتي ممكن است از 

هاي ديگري نظير ترازيابي خود داراي ارتفاع  روش
براي  DEMاي باشد. اين ارتفاع و ارتفاعي كه از  نقطه

دلايل متعدد يكي نيستند. زيرا اين  آيد، به دست مي نقطه به
دو ماهيت متفاوت دارند و هريك داراي خطاي 

ترين آن  سيستماتيك و اتفاقي مختلفي هستند كه مهم
بهتر است براي جلوگيري از است. لذا  DEMشيفت در 

ايجاد يك توپوگرافي كاذب تمام اطلاعات ارتفاعي 
باشد. روش ديگر براي اين مسأله تعيين  DEMمنتسب به 

است.  DEMيابي نقاط  با استفاده از درون ݌ارتفاع نقطه 
) مورد استفاده قرار 2015اين روش توسط زاهورك (

براي تعيين تواند روش مناسبي  گرفت. اين روش نيز نمي
 DEMارتفاع نقاط باشد. اگر بپذيريم ارتفاع هر سلول 

ميانگين و نماينده ارتفاع در آن سلول است عملاً استفاده 
  بي براي تعيين ارتفاع منتفي است.يا از درون

 
 نتايج عددي. 4

  هاي ذكرشده  در اين بخش نتايج عددي مربوط به روش
  

  در بخش قبل براي محاسبه اثر توپوگرافي مقايسه 
روش  اند از: المان تسروييد به ها عبارت شود. اين روش مي

MVروش  ، المان تسروييد بهHS المان تسروييد با ،
بعدي بروش فوكوشيما، المان  گيري عددي سه انتگرال

PM  كروي و المان منشوري. براي مقايسه صحت نتايج
تحليلي  گرانيگيري نياز به يك مدل با شتاب  انتگرال

داريم. براي اين منظور از يك كلاهك كروي با شعاعي 
بووي استفاده -درجه معادل زون هايفورد 5/1به اندازه 

شود. رابطه تحليلي شتاب ناشي از اين مدل در رابطه  مي
  ) آمده است. 13(

  گيري  هاي مختلف انتگرال براي بررسي صحت روش
درجه و ضخامت  5/1ي با شعاع كرواز يك كلاهك 

هاي مختلف در سه  . دقت روشميكن يممتر استفاده  1000
ترين، داخلي و خارجي با روش  زون مختلف داخلي
گيري در زون  شود. شعاع انتگرال تحليلي مقايسه مي

دقيقه كماني،  10رتيب ت ترين، داخلي و خارجي به داخلي
، 18درجه كماني معادل با تقريباً  5/1دقيقه كماني و  30
كيلومتر انتخاب شد. موقعيت ژئودتيكي نقطه  167و  55

߮)محاسبه برابر  = 0, ߣ = ܪ,0 = در نظر  (1000݉
هاي  گرفته شد. در هر زون در فواصل شعاعي و با گام

سازي مختلف نتايج هر روش با روش تحليلي  گسسته
نتايج عددي را ارائه  3تا  1مقايسه شده است. جداول 

  دهد. مي

0يك، هاي مختلف محاسبه اثر توپوگرافي در زون خيلي نزد اندازه خطاي روش .1جدول ≤ ߰ ≤   .گال . واحد ميلي10′

step ߰	  ்ܣ
Error of ்ܣ (mGal)   

Fukushima HS PM MV Prism 0.5′′ 0 ≤ ߰ ≤ 1′ 83.668 0.027 0.039 0.880 0.444 0.000 

1′′ 0 ≤ ߰ ≤ 1′ 83.668 0.035 0.032 0.889 0.896 0.008 1′ ≤ ߰ ≤ 5′ 22.281 0.007 0.031 0.880 0.007 0.009 5′ ≤ ߰ ≤ 10′ 3.081 0.000 0.000 0.007 0.000 0.000 

3′′ 0 ≤ ߰ ≤ 1′ 83.668 0.038 0.110 0.802 2.596 0.065 1′ ≤ ߰ ≤ 5′ 22.281 0.065 0.109 0.794 0.072 0.064 5′ ≤ ߰ ≤ 10′ 3.081 0.001 0.001 0.007 0.001 0.001 
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′10، كيدر زون نزد يهاي مختلف محاسبه اثر توپوگراف روش يخطااندازه  .2جدول ≤ ߰ ≤   گال. . واحد ميلي30′

step ߰	  ்ܣ
Error of ்ܣ (mGal)     

Fukushima HS PM MV Prism 1′ 10′ ≤ ߰ ≤ 30ᇱ 2.333 0.006 0.010 0.008 0.010 0.005 2′ 2.333 0.008 0.022 0.021 0.022 0.006 
  

∘0.5، بيرونيدر زون  يهاي مختلف محاسبه اثر توپوگراف روش ياندازه خطا .3جدول ≤ ߰ ≤   گال. واحد ميلي .∘1.5

step ߰	  ்ܣ
Error of ்ܣ (mGal)     

Fukushima HS PM MV Prism 2′ 0.5∘ ≤ ߰ ≤ 1.5∘ 1.646 0.007 0.008 0.008 0.008 0.007 5′ 1.646 0.012 0.008 0.008 0.008 0.015 
  

) كل اثر جاذبي كلاهك كروي 13با استفاده از رابطه (
متر  1000ي به ارتفاع ا نقطهفوق، روي محور تقارن آن در 

گالاست. سهم اجرام ناحيه بسيار  ميلي 009/113برابر 
كيلومتر قرار دارند، بيش  2نزديك كه در فاصله كمتر از 

درصد كل اثر است. لذا اهميت اين ناحيه كه در  74
همسايگي نقطه محاسبه قرار دارد، بسيار زياد است. در 

دقت اغلب كاربردهاي ژئودتيك و ژئوفيزيكي حد 
نشان  1ميكروگال كافي است. نتايج جدول  10محاسبات 

دهد كه براي محاسبه سهم اين ناحيه با دقت مذكور  مي
ثانيه  1نياز به يك مدل ارتفاعي با تفكيك مكاني بهتر از 

ديگر دقت روش  توجه قابلمتر است. نكته  30معادل 
هاي ديگر دقت بالاتري را  منشور است كه از همه روش

كند. اين امر ناشي از جواب تحليلي اين المان و  يتأمين م
اثر كوچك انحناي زمين در فواصل نزديك است. براي 

′1گيري در دامنه  انتگرال ≤ ߰ ≤ هاي منشور،  روش 10′
هاي  ونيچك و فوكوشيما مناسب هستند. روش-مارتينك

تسروييد مبتني بر بسط به سري تيلور و يا نقطه مادي 
 طوركلي بهها دارند.  ساير روش ي كمتري نسبت بهها دقت

در ناحيه خيلي نزديك، براي سرعت بخشيدن به محاسبات 
 5تا  0بازه -1تواند در دو ناحيه شامل  گيري مي انتگرال

متر و با روش  30با گام بهتر از  DEMدقيقه كماني با 
با  MVدقيقه كماني بروش سريع  10تا  5بازه  -2منشور و 

DEM  ني استفاده كرد.ثانيه كما 3با گام  
ترتيب  اثر توپوگرافي اجرام نواحي مياني و خارجي به

دهد  درصد است. اين امر نشان مي 1,5درصد و  2حدود 
براي محاسبه اثر  PMتر نظير  هاي ساده كه احتمالاً مدل

 2توپوگرافي اين نواحي كافي باشد. بر اساس نتايج جدول 
با استفاده از مدل  توان در ناحيه مياني اثر توپوگرافي را مي

PM  و با استفاده از يكDEM  دقيقه محاسبه  1با گام
دهد در ناحيه خارجي نيز  ) نشان مي3كرد. نتايج جدول 

دقيقه  5با گام  DEMاستفاده از همين مدل روي يك 
  كافي است. 

يك عامل مهم در انتخاب روش محاسبه اثر توپوگرافي 
سرعت محاسبات است. اگرچه با افزايش سرعت 

هاي جديد، سرعت محاسبات از  محاسباتي در رايانه
اهميت كمتري برخوردار است. اما توجه داريم كه 

هاي  همزمان با افزايش سرعت محاسبات، حجم داده
هاي  مثال دادهبرداشت شده نيز رو به فزوني است. براي 

هاي بسيار  متراكم جاذبي براي تعيين دقيق ژئوييد و يا داده
گاه ممكن است مشتمل بر  متراكم جاذبي هوابرد كه گه

چند صد هزار داده شوند. حاسبه زمان دقيق هر روش 
هاي پيچيده مشكل است. زيرا  خصوص در الگوريتم به

است. انتخاب نوع الگوريتم در زمان محاسبات تأثيرگذار 
افزار  در محاسبات اين مقاله براي روش فوكوشيما از نرم

شده  توسط او استفاده 90شده به زبان فرترن  توسعه داده
همين زبان كدنويسي  ها نيز به طور ساير روش است. همين

گيري در همه  سازي و انتگرال اند. الگوريتم گسسته شده
تي و ها يكسان است. در روش منشور كه توابع مثلثا روش
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شود، از تجميع توابع  لگاريتمي متعددي استفاده مي
 TCافزار  شده در نرم حل بكار گرفته لگاريتمي بر اساس راه

هاي  زمان نسبي محاسبه روش 3شده است. شكل  استفاده
دهد. روش  جز روش فوكوشيما نشان مي مختلف به

برابر از  5000بر بوده بطوريكه حدود  فوكوشيما بسيار زمان
گيري  منشور كندتر است. علت اين امر انتگرالروش 

ي عددي براي ريگ مشتقعددي براي محاسبه پتانسيل و 
 3و  2، 1محاسبه شتاب است. ضمن اينكه نتايج جداول 

دهد كه اين روش دقت بالاتري نسبت به روش  نشان مي
توان گفت استفاده  دهد. لذا مي منشور در اختيار قرار نمي

مناسب  )2018دي بروش فوكوشيما (گيري عد از انتگرال
  براي اثر توپوگرافي نيست.

انتخاب  باوجوددهد كه حتي  آناليزهاي عددي ما نشان مي
كامل اثر  طور بهتوان  سازي خيلي كوچك نمي گام گسسته

گيري روي  جاذبي يك كلاهك كروي را با انتگرال
سيستم  اساساًي جغرافيايي مدل كرد. زيرا ها سلول

مختصات مناسب براي اين منظور سيستم مختصات قطبي 
در  شده گزارشعلت بخشي از خطاهاي  همين بهاست. 

گيري است  ي انتگرالها لبهجداول فوق مربوط به اثر 
گيري  توان با كاهش گام انتگرال ). اين اثر را مي2(شكل 

توان ديد كه نتايج عددي خطاي  مي طور نيهمكم نمود. 
هاي مختلف وابسته به ضخامت كلاهك  روش سازي مدل

كروي است. بديهي است كه با افزايش ضخامت، خطاي 
مهم در اينجا اين  سؤالشود. حال  سازي بيشتر مي مدل

با  شده يساز هيشباست كه آيا با يك كلاهك كروي 
متر كه هيچ پستي و بلندي در آن وجود  1000ارتفاع ثابت 
مختلف محاسبه اثر هاي  توان خطاي روش ندارد، مي

را به درستي برآورد كرد؟  DEMتوپوگرافي و اثر گام 
وابسته به  شدت بهاثر توپوگرافي  ميدان يم كه يدرحال

 اولاًبايد گفت  سؤالتغييرات ارتفاع است. در پاسخ به اين 
روشي تحليلي براي محاسبه اثر جاذبي يك  تاكنون

توپوگرافي واقعي ارائه نشده است و در مطالعات مختلف 
) نيز از همين روش براي 2007نظير (هك و سويتز، 

 طور همانتئوري،  ازنظر اًيثان. اند كردهبررسي خطا استفاده 
اشاره شد، با استفاده از تكنيك كوشي  3كه در بخش 

گيري روي  روي ارتفاعات، انتگرال گيري ي انتگرالجا به
اختلاف ارتفاع توپوگرافي با نقطه محاسباتي انجام 

ندرت در  حتي در مناطق كوهستاني به ازآنجاكهشود.  مي
متر  1000فواصل نزديك اختلاف ارتفاع نقاط به بيش از 

متر  1000توان انتظار داشت كه انتخاب  ؛ ميرسد يم
يكي و ژئودتيكي را تواند اغلب كاربردهاي ژئوفيز مي

پوشش دهد. براي فواصل دور نيز با توجه به كوچك 
مهمي در  ريتأثشدن اثر توپوگرافي، اختلاف ارتفاع 
دهد كه تكنيك  آناليزها نخواهد داشت. اين امر نشان مي

كوشي علاوه بر حذف سينگولاريتي، دقت محاسبه اثر 
ي برد. زيرا قسمت عمده توپوگراف توپوگرافي را بالا مي

(بخش بوگه) با روابط تحليلي و بدون خطا محاسبه 
  شود. مي
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 يريگ جهينت. 5

  هاي مبتني بر هندسه تسروييد  در اين مقاله كارايي روش
منظور محاسبه اثر جاذبي  در مقابل روش منشور به

  هاي تسروييد  توپوگرافي بررسي شد. در تمامي روش
از روابط كروي استفاده و از اثر بيضويت توپوگرافي 

  نظر شد. انتگرال نيوتن و مشتق ارتفاعي آن،  صرف
جز  به با استفاده از هندسه تسروييد داراي جواب تحليلي

  لذا براي محاسبه اثر توپوگرافي  ارتفاعي نيست. مؤلفه
هاي عددي استفاده كرد.  با هندسه تسروييد بايد از روش

اي توپوگرافي  اما براي روش منشور كه از هندسه صفحه
برد، روابط تحليلي وجود دارد. در اين مطالعه،  سود مي

  ونيچك، نقطه مادي -چهار روش فوكوشيما، مارتينك
هندسه تسروييد هستند سويتز كه همگي بر مبناي -و هك

  با روش مرسوم منشور براي محاسبه اثر توپوگرافي 
گيري  مقايسه شد. روش فوكوشيما مبتني بر انتگرال

  گيري نمايي مضاعف  ي عددي بروش انتگرالبعد سه
براي تابع پتانسيل است. اين روش براي محاسبه مشتقات 

كند و بسيار  ي عددي استفاده ميريگ مشتقپتانسيل از 
  ونيچك مبتني بر -بر است. روش مارتينك مانز

ي جغرافيايي ها سلولحل عددي انتگرال سطحي روي 
سويتز از بسط -مدل رقومي ارتفاعي است. روش هك

گيري به سري تيلور تا مرتبه دوم استفاده  كرنل انتگرال
كند. در روش نقطه مادي كه مجموع اجرام هر المان  مي

ركز هندسي تسروييد تسروييد با يك نقطه مادي در م
  شود.  معادل مي

بر و فاقد كارايي  سرعت روش فوكوشيما بسيار زمان نظر از
يكي از سازي اثر توپوگرافي است.  ي مدلبرالازم 
هاي اين روش، امكان محاسبه اثر  ترين ويژگي مهم

توپوگرافي در روي، بالا و حتي درون توپوگرافي بدون 
تر و  روشي سريعتكينگي است. اما تكنيك كوشي، 

رسد روش فوكوشيما روش مناسبي  نظر مي به تر است. دقيق
براي تعيين اثرات توپوگرافي اجرام بزرگ است تا تعيين 

هاي گراني. براي مثال اين روش  اثر توپوگرافي بر ايستگاه
براي محاسبه اثر توپوگرافي يك المان توپوگرافي با ابعاد 

) مناسب Crust1.0 هاي مدل كيلومتر (نظير المان 100
هاي  است. روش منشور حدود سه برابر نسبت به روش

MV  وHS  رود يمكه انتظار  طور همانكندتر است و ،
روش براي محاسبه اثر توپوگرافي  نيتر عيسر PMروش 
  است. 

براي اثر  ازيموردنسازي  براي آناليز دقت و گام گسسته
درجه كماني)، از اثر  5/1توپوگرافي در زون هايفورد (

جاذبي يك كلاهك كروي با جواب تحليلي معلوم، 
ترين،  استفاده شد. براي اين منظور در سه ناحيه داخلي

هاي مختلف و با  داخلي و خارجي اثر توپوگرافي با روش
DEM  با گام هاي مختلف محاسبه گرديد. نتايج نشان داد

ترين كه سهم عمده اثر را شامل  در ناحيه داخليكه 
ثانيه است. در اين  1با گام حداقل  DEMشود، نياز به  مي

ناحيه روش منشور نزديكترين جواب به جواب تحليلي 
دهد با افزايش فاصله  كند. نتايج عددي نشان مي فراهم مي

ها داراي جواب يكسان هستند. بطوري كه در  تمامي روش
كيلومتر) اختلاف معني  18ترين ( يله داخليخارج از ناح

شود  هاي مختلف نيست. لذا پيشنهاد مي داري بين روش
 PMكيلومتر از روش سريع  18براي فواصل دورتر از 

در نواحي داخلي و  DEMاستفاده شود. گام بهينه براي 
 عنوان بهدقيقه است.  5دقيقه و  1ترتيب حداقل  خارجي به

هاي مبتني بر  ان گفت روشتو ي كلي ميريگ جهينت
تسروييد براي محاسبه اثر توپوگرافي در زون هايفورد 

وم منشور تعيين آنومالي بوگه، نسبت به روش مرس منظور به
  كارايي لازم را ندارند.
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Summary 
The gravitational effect of topographical masses is one of the important component of the 
gravity field, which plays a key role in geophysical and geodetic studies. For geophysical 
interpretations, it is necessary to eliminate the effect of topography as a disturbing factor from 
the observed gravity data. In geodetic applications, the solution of geodetic boundary problem 
such as Stokes requires mass free space above the geoid. In present study efficiency of 
different tesseroid based methods are compared with well-known rectangular prism to 
evaluate the gravimetric terrain corrections up to distance of 1.5 arc-degree known as the 
Hayford-Bowie zone. For this purpose, the mathematical formula: the vertical derivative of 
Newton integral and the digital elevation model (DEM) are used as data. In computing the 
topographic effect, we are involved with the two factors: 1- the integral element (point, line, 
plane, rectangular prism, tesseroid, etc.) and 2- geometry of topography (planar, spherical and 
ellipsoidal), which causes some difficulties to understand the subject. Finite element method 
is a general and standard method for estimating the terrain correction. In this method, the 
gravitational topographic effect is evaluated as the total gravitational effect of the smaller 
elements.   
Tesseroid is the geometrical body bounded by two concentric spheres. This element uses the 
spherical geometry of topography which introduces relative error of about 1% (Novak and 
Grafarend, 2005). By choosing this element, the Newton integral and its radial derivatives do 
not have an analytic solution, and numerical integration must be applied. The rectangular 
prism element, has been used frequently to compute terrain correction in various studies. It 
uses planar geometry and has an analytical solution for Newton's integral and its derivatives. 
Recently many studies investigated tesseroid based method to compute the potential and 
attraction of topographic masses, see, [Fukushima, 2017; Grombein et al., 2013; Heck and 
Seitz, 2007; Uieda et al., 2016]. Fukushima's method utilizes the 3D numerical double-
exponential integration method, HS's method uses the Tylor series up to term 2 and the PM 
method is the zero term approximation of HS method. The simulation studies demonstrated 
the higher accuracy of tesseroid based methods compared to the method of prism in the 
literature. However, their performance is not tested for gravimetric terrain correction. The 
main goal of this study is the investigation of efficiency, in terms of speed and accuracy, of 
four tesseroid methods: Fukushima, Martinec-Vanicek (MV), Heck-Seitz (HS), point mass 
(PM) compared with prism in Hayford-Bowie zone.  
To investigate the computation accuracy, we used bounded spherical shell with constant 
thinness and density for which the analytical exact solution exists. The thinness of the shell 
have been chosen 1000 meter and the computation point is located on the origin of bounded 
spherical shell on the equator in the spherical coordinate (0,0,1000). The computation of 
terrain correction are discretized in different zones: innermost, inner and outer correspond 
respectively to 0 < ψ < 10′, 10′ < ψ < 30′ and 30′ < ψ < 90′ and with different sizes. The 
contribution of innermost zone is over 75% of total effect. Numerical results indicate the 
success of the prism for topographic effect in all three zones, especially for masses in 
neighborhoods of computation points, than those methods based on tesseroid. To overcome 
the effect of Earth's curvature, the elevation of computation point is corrected using a simple 
formula. Also, our calculations show that, in innermost zone, the topography should be 
discretized in 30 meter elements to achieve 10 μGal level of accuracy. 
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