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Summary 

Global geopotential models (GGMs) are mainly used in the remove-compute-restore (RCR) technique 

applied to gravity field modeling such as geoid determination and height datum unification. The increase in 

the number and quality of gravity data has led the developers of GGMs to produce models with higher 

resolution and accuracy. Basically, the long-wavelength coefficients of the gravity field are computed based 

on satellite data, while the medium- and short-wavelength coefficients are calculated based on terrestrial 

(land and sea) data. One of the main challenges regarding the evaluation of high-degree GGMs is to compute 

the associated Legendre functions of the first kind
 
based on the usual recursive formulas. Since most 

computational softwares use the double-precision format by default, an important question is whether this 

level of precision is sufficient to numerically evaluate the associated Legendre functions of the first kind? To 

answer this question, the computation of the associated Legendre functions of the first kind in different 

degrees and latitudes is studied based on MATLAB software, which uses the double-precision format by 

default. From the numerical results, we find that the calculation of associated Legendre functions of the first 

kind up to degree of 2190 (the highest degree of existing GGMs), does not have sufficient accuracy at 

latitudes between 56°20
׳
 and 78°33

׳
, where the most critical state occurs at the latitude 60°. We also find that 

the accuracy of the calculation of associated Legendre functions at the latitude 60° (the most critical state) 

significantly decreases for the degrees higher than 2029. These results imply that the usual computational 

softwares based on the double-precision format are not suitable for calculating the associated Legendre 

functions in all degrees and latitudes. This is due to the fact that if we consider the associated Legendre 

functions of the first kind in the form of a matrix with the dimensions corresponding to the degree and order 

of the functions, as the degree increases, the numbers on the main diagonal approach to the number 10-308 and 

thus they are considered zero. In the recursive method, the entries below the main diagonal are calculated 

from the entries on the main diagonal. Since the entries below the main diagonal become very large as they 

move away from the main diameter, any error in computing the main diagonal entries leads to a large error in 

computing the entries below the main diagonal. In this paper, we also study the challenges of using the 

associated Legendre functions of the first kind in the production of gravity field functionals based on a GGM, 

utilizing MATLAB software. The results show that the gravity potential computation up to degree of 2190 

suffers from very large computational errors at latitudes between 57°32
׳
 and 60°13

׳
. We observe that the safe 

degrees for the gravity potential computation in all latitudes are degrees less than 2065. The critical latitudes 

and degrees for the gravity calculation are somewhat different. The results indicate that the gravity 

computation up to degree of 2190 leads to very large errors at latitudes between 57°41
׳
 and 60°13

׳ 
. In 

addition, the maximum degree of expansion that grants sufficient accuracy for the calculation of gravity for 

all latitudes is estimated to be 2071. Therefore, since the usual computational software based on the double-

precision format is not suitable for evaluating the current high-degree GGMs, in this research, a new proposal 

based on the use of the “long double-precision” format is presented and evaluated. Based on our evaluations, 

the use of the long double-precision format throughout the computational procedure provides sufficient 

accuracy to compute the gravity field functionals based on the current high-degree GGMs. 
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 چکیده

های بازگشتي معمول  وابسته نوع اول بر اساس فرمولهای ژئوپتانسیلي جهاني، محاسبه توابع لژاندر  گیری مدل كاربه اصلي در  های  يکي از چالش 
كنند، يک سوال مهم اين است  فرض از فرمت »دقت مضاعف« در محاسبات استفاده مي پیش  طوربهافزارهای محاسباتي اكثر نرم كهآنجايياز  است.

دهد كه محاسبه توابع  ژئوپتانسیلي كافي است؟ نتايج نشان ميهای  توابع لژاندر وابسته نوع اول و ارزيابي مدل محاسبه  كه آيا اين سطح دقت برای  
های كروی در بازه  گیری دقت مضاعف، برای عرضكاربه های ژئوپتانسیلي جهاني موجود، حتي با  ، معادل بالاترين درجه مدل 2190لژاندر در درجه  

دهد كه  دهد. همچنین نتايج نشان ميدرجه رخ مي  60[ از دقت كافي برخوردار نیست، كه بیشترين كاهش دقت در عرض كروی 56̊ 20ʹو  78˚33ʹ]
. بر شود، دچار افت دقت شده و اين افت دقت با افزايش درجه تشديد مي2029درجه، محاسبه توابع لژاندر در درجات بالاتر از    60در عرض كروی  

  60˚13́ تا    57˚41́ و از  60˚13́ تا  57˚32ʹكروی ازهای  در محدوده عرض   ترتیببه ،  2190اساس نتايج، محاسبه پتانسیل ثقل و شتاب ثقل تا درجه  
های يابیم كه حداكثر درجه بسط برای محاسبه دقیق پتانسیل ثقل و شتاب ثقل برای تمام عرض شود. از نتايج ما درمي دچار افت شديد دقت مي

مي   2071و    2065درجه    ترتیببهكروی،   نشان  ما  تحقیق،  اين  در  تولید است.  و  بازگشتي  روابط  اساس  بر  لژاندر  توابع  محاسبه  برای  كه  دهیم 
 هستیم. در تمام فرايند محاسباتي مضاعف طويل« »دقت های ژئوپتانسیلي درجات بالای كنوني، نیازمند حفظ های میدان ثقل بر اساس مدل تابعک 

 

 .لژاندر، شتاب ثقل، پتانسیل وابسته بعمدل ژئوپتانسیلي، توا  :های كلیدیواژه

 

 مقدمه .1

مدل پدیده برای  مناسب  سازی  پایه  توابع  به  فیزیکی،  های 

پایه توابع  جمله  از  داریم.  و  نیاز  مهندسی  علوم  در  که  ای 

مدل برای  پدیده فیزیک  استفاده سازی  مورد  فیزیکی  های 

می قرار  هارمونیکبسیار  توابع  هستند.  گیرد،  کروی  های 

به میدان هارمونیک های  های کروی در حل مسائل مرتبط 

)کلمبو،   هستند  پرکاربرد  بسیار  مغناطیسی،  و  جاذبی 

مثال، پتانسیل جاذبه زمین در فضای خالی    عنوانبه   (.1981

زیر نمایش داده   صورتبه از جرم، بر اساس این توابع پایه  

 (.1967شود )هایسکنن و موریتز، می
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ثابت    GMهای مختصات کروی،مؤلفه  rو    ،  که  

زمین،   رفرانس،Rجاذبی    شعاع 
nm
P    نوع لژاندر  توابع 

از درجه  نرمالیزه اول   مرتبه    nشده  m  ،nmو 
C    وnm

S  

و    ضرایب maxژئوپتانسیلی 
n    .است بسط  بیشینه  درجه 

داده  افزایش  سایه  در  تولید  امروزه  در  استفاده  مورد  های 

مدل این  ژئوپتانسیلی،  مرتبهضرایب  و  درجه  تا  های  ها 

یافته و  ییبالا توابع    توسعه  نتیجه، نحوه محاسبه عددی  در 

مرتبه و  درجه  در  به یک چالشلژاندر  بالا، خود  در    های 

است.    گیریکاربه  شده  تبدیل  ژئوپتانسیلی  ضرایب  این 

محاسبه دقیق توابع لژاندر با استفاده از ابزارهای محاسباتی 

های بازگشتی که برای  خصلت فرمول  دلیلبه افزارها،  و نرم 

آنها   تجمیع  می  کاربه محاسبه  خطاهای  با  همواره  رود، 
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که بوده  همراه  شدیداً  می  شونده  را  حاصل  نتایج  تواند 

   قرار دهد.  تأثیرتحت 

های ژئوپتانسیلی  در گذشته، زمانی که حداکثر درجه مدل

هارمونیک   2000زیر   بسط  در  اصلی  دغدغه  های  بود، 

دقیق  هرچه  محاسبه  نحوه  به  محدود  تنها  تر  کروی 

بود.  تابعک زمین  کره  قطبین  در  ثقل  میدان    عنوان به های 

پایداری   مسئله( یاد کرد که به 2000) توان از بوشمثال می

هایی برای پایداری  د و روشپردازمحاسبات در قطبین می

. اما با افزایش بیشینه درجه و مرتبه  دهدمحاسبات ارائه می

 EGM2008هایی مانند  و ظهور مدل   های ژئوپتانسیلیمدل

و   و 2008،  همکاران)پاولیس   )  EIGEN6c4  (و  ته  سفور

در   مسئله،  (2014،  همکاران محاسبات  ناپایداری 

تر از نواحی تر و پیچیده بحرانی  صورتبه های میانی، عرض

محاسبه   خطای  به  متعددی  مقالات  در  یافت.  نمود  قطبی 

روش و  اشاره  اول  نوع  لژاندر  توابع  برای  عددی  هایی 

آن خطای  فدرستن    کاهش  و  هولمز  است.  شده  ارائه 

می2002) اشاره  نکته  این  به  محاسبه  (  استاندارد  که  کند 

زبان در  برنامه اعداد  دقت  های  به  رسیدن  به  قادر  نویسی، 

زیرا    موردنیاز نیست؛  بالا  درجات  در  لژاندر  توابع  برای 

استاندارد در  محاسبه  قابل  عدد  ،  IEEE  (2008)  کمترین 

عدد،    10-308عدد   این  به  متغیرها  شدن  نزدیک  با  و  بوده 

می کاهش  محاسبات  اعداد  دقت  حقیقت  در  یابد. 

به اصطلاح   10-308از    ترکوچک   پاریز  صفر فرض شده و 

(Underflow می )(، در مورد دقت  2011) شوند. اشپرلاک

استاندارد  در  محاسبه  IEEE  (2008  )  محاسبه  بر  آن  اثر  و 

هولمز و فدرستن  های ژئوپتانسیلی، بحث کرده است.  مدل

افزایش دقت محاسبه  2002) این مشکل و  با  مقابله  برای   )

داده این   قرار  بررسی  مورد  را  روش  چندین  .  است  توابع، 

روش این  اکثر  محاسبه  در  برای  کاهنده  ضریب  یک  ها، 

nm
P  ها در نظر گرفته شده است تا با افزایش درجه و مرتبه

به اعداد  شدن  نزدیک  از  لژاندر،  جلوگیری    10-308  توابع 

معمولاً   لژاندر  توابع  که  است  این  اساسی  نکته  کند. 

از    صورتبه  مرتبه  و  درجه  هر  و  شده  محاسبه  بازگشتی 

nm
P پایین مراتب  و  درجات  از  میها  محاسبه  در  تر  شوند. 

بازگشتی، یک جمله   )cos  صورتبه این روابط  )u 

وجود دارد که با افزایش درجه  
nm
P  ها، هر بار با توانm  و

. درنتیجه با افزایش درجه شودظاهر می   muصورتبه 
nm
P

های روی قطر اصلی  شدن درایه پاریزباعث    muها، ضریب 

جمله  می گرفتن  فاکتور  با  جای  می  muشود.  به  توان 

محاسبه  
nm
P درایه را  ها،    صورتبه ها 

m

nm
P

u
کرد.  محاسبه 

این میدر  بالا  درجات  تا  را  صورت  جملات  این  توان 

این   از  استفاده  هنگام  در  درنهایت  کرد.  ذخیره  و  محاسبه 

ضرایب   ذخیره   صورت به که  muتوابع،  ماتریس  یک 

)شده  اشپرلاک  شوند.  اعمال  باید  نیز  از  2011اند  نیز   )

درایه  صفرشدن  از  اجتناب  برای  روش  های  همین 
nm
P  ها

است  معتبر  بالا  تا درجات  این روش  است.  کرده  استفاده 

اوقات ضرایب   گاهی  نمی  muاما  از  نیز  شدن  پاریزتوانند 

های  درایه
nm
P  .( 2002هولمز و فدرستن )  جلوگیری کنند

داده  نشان  عددی  آنالیز  یک  گرفتن  در  فاکتور  با  که  اند 

را نیز    مسئله توان این  ها مییک ضریب ثابت از تمام درایه 

عدد  منظور  این  برای  کرد.  ضریب    عنوانبه   10-280جبران 

های ثابت معرفی شده است تا در هنگام محاسبه درایه 
nm
P

شدن  پاریزها فاکتور گرفته و از  ، این عدد را از تمام درایه 

هیرتآنها جلوگیری کرد.   و  همین  2015)  رکسر  از  نیز   )

است.   کرده  استفاده  محاسبات  پایداری  برای  در روش 

ضریب   دو  از    10-280و  muنتیجه  استفاده  هنگام  در  باید 

nm
P های  روش   گونه این. در  شوندها اعمال  ها به تمام درایه

پیچیدگی محاسبات، باز هم    برعلاوه فاکتورگیری،    برمبتنی

  مثلاً نشدن متغیرها وجود ندارد.    پاریزتضمین کاملی برای  

 شود. با افزایش مرتبه دچار ناپایداری می muخود جمله  

فاکتورگیری  روش روش  جایگزین  که  دیگری  های 

روششده  کلنشاو   برمبتنیهای  اند،    ( Clenshaw)  روش 

( کلنشاو  که  روشی  در  است، 1955هستند.  کرده  ارائه   )

از   جلوگیری  درایهپاریزبرای  های  شدن 
nm
P  محاسبه از   ،

مستقیم  
nm
P    رابطه در  و  کرده  ضرب    (1)اجتناب  توسط 

همزمان سایر اجزای این رابطه، نتیجه نهایی یکجا محاسبه  

رابطه  می که  معنا  این  به  یک   صورتبه را    (1)شود. 

بسط  پایینماتریس   دو  تعویض  با  و  گرفته  درنظر  مثلثی 

رابطه   را  (1)درون  رابطه  این    ( 2)رابطه    صورتبه ، 
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 کنند.بازنویسی می

(2)              
0
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محاسبه   هنگام  )در  , , )V r   رابطه si،  (2)  از  (( n )
nm
P  

روابط   ضرایب  همراه  می  (4)و    ( 3)به  از  محاسبه  تا  شود 

درایه پاریز های  شدن 
nm
P    رویه  شوداجتناب این  اگر   .

توان خود  نمی  ،مورد استفاده قرار گیرد
nm
P    صورت به را  

باید   محاسبه،  هنگام  ودر  کرد  محاسبه    صورت به جداگانه 

درایه  رابطه  تدریجی  جمع    ( 2)های  هم  با  و  شده  محاسبه 

رابطه    . شوند در  که  عناصری  اگر  کلنشاو  روش    ( 2)در 

یک ماتریس پایین مثلثی در نظر   صورتبه وجود دارند را  

نتیجه  بگیریم، هر ستون را می توان جداگانه جمع کرده و 

ستون  اینهمه  در  کرد.  جمع  هم  با  را  از  ها  باید  صورت 

لژاندر   توابع  محاسبه  بازگشتی  ستونی    صورتبه روابط 

همه   که  نیست  نیازی  ستون  هر  جمع  برای  کرد.  استفاده 

کنیم محاسبه  را  لژاندر  ماتریس    ؛توابع  از  درایه  هر  زیرا 

شود و اگر این جمع  توابع لژاندر، از درایه قبلی محاسبه می

توابع   خود  محاسبه  به  نیازی  کنیم،  محاسبه  یکباره  به  را 

رابطه   در  متغیرها  سایر  وجود  همچنین  باعث    ( 2)نیست. 

عدد  از  نتیجه،  که  شد  دچار    10-308خواهد  و  شده  دور 

های علوم که  خطای محاسباتی نشویم. در بسیاری از شاخه 

روابط   از  که  داریم  نیاز  سری  یک  جمع  به  آنها  در 

می محاسبه  استفاده بازگشتی  مورد  کلنشاو  روش  شوند، 

گیرد. مزیت مهم این روش، دقت بالای آن است  قرار می

بالا،   دقت  این  سنگین  بهای  زیاد،    برعلاوه ولی  پبچیدگی 

عدم محاسبه خود توابع لژاندر است که کار با این روش را  

 کند.بسیار مشکل می

اند، استفاده  روش دیگری که مقالات زیادی به آن پرداخته 

برده  اید  از  ERA  (Extended Range  مبسوط   حساب 

Arithmetic)   است. در این روش، برای جلوگیری از پاریز

حقیقی عدد  هر  اعداد،  در    ( 5)رابطه    صورتبه     شدن 

 (:1981، همکارانشود )اسمیت و  نظر گرفته می

(5  )                                                                = . kx q 

x  ( قسمت اصلیPrincipal part و  )k   شاخص کمکی

(Auxiliary index صفر غیر  حقیقی  عدد  از   )    نامیده

و  می پایه    qشوند  در  توانی  عدد  امکان    2یک  حد  تا  و 

  را حالت برد مبسوط عدد   (xوkبزرگ است. زوج ) 

(، نوویکوا  2012نامند. مقالات مختلفی مثل فوکوشیما )می

( دیمیترنکو  ژ2016و  و  ی(،  این  2020)  همکاراننگ  از   )

( برای جلوگیری  2018اند. فوکوشیما ) ه کردروش استفاده  

روش   از  محاسبات  شدن  پاریز  استفاده    X-numbersاز 

( فوکوشیما  در  روش  این  که  است  تشریح  2012کرده   )

روش   مثل  نیز  روش  این  در  است.  اعداد  ERAشده   ،

شده    صورتبه حقیقی   گرفته  نظر  در  تواندار  عدد  یک 

از   استفاده  شدن    ERAاست.  پاریز  از  جلوگیری  برای 

بیشتری   حافظه  و  داده  افزایش  را  محاسبات  زمان  اعداد، 

با   امروزه  البته  دارد.  نیاز  محاسبات  عادی  حالت  به  نسبت 

رایانه  حافظه  دغدغه افزایش  تقریباً  ها،  حافظه  مورد  در  ای 

اما افزایش سرعت محاسبات، هنوز هم مورد    ؛وجود ندارد

در همین راستا،    توجه پژوهشگران در این حوزه قرار دارد.

( همکاران  و  محاسبات 2022گلی  افزایش سرعت  برای   )

استف از  در  ارائه کرده   ERAاده  که سرعت    است  تکنیکی 

را   مقالاتی    30تا    10محاسبات  است.  داده  افزایش  درصد 

روش   از  می   ERAکه  نشدن  استفاده  پاریز  روی  بر  کنند، 

شده  متمرکز  بالا  بسیار  درجات  تا  مثال    طوربه اند.  اعداد 

( همکاران  و  تا  2022گلی  را  لژاندر  توابع  محاسبه  دقت   )

حد  100000درجات   داشته   10-9  در  و  نگه  بالمینو  اند. 

کوچک، 2012)  همکاران عدد  یک  گرفتن  فاکتور  با   )

درجه تا  را  لژاندر  وابسته  توابع  تست    32400  محاسبات 

پاریز  هاروشکرده است. در   از  برای جلوگیری  ی مشابه، 

شدن محاسبات، با نزدیک شدن به مرز پاریز شدن اعداد،  

پایدار  را فاکت  10-280  یک عدد مثل  ور گرفته و محاسبات 

می داشته  از  نگه  مقالات  از  بسیاری  در  همچنین  شوند. 

و   بالمینو  پاریز 2012)  همکارانجمله  از  دوری  برای   ،)

شده  استفاده  گیری  لگاریتم  روش  از  محاسبات،  شدن 
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 است.

اند که  (، در یک پژوهش سعی کرده 2011)  و همکاران  یو

فرمولجابه  برای  ی  انتگرالی  روش  از  بازگشتی،  های 

به   نسبت  روش  این  کنند.  استفاده  لژاندر  توابع  محاسبه 

این   بهای  اما  دارد  پایدارتری  جواب  بازگشتی،  روش 

است.   توابع  این  محاسبه  زمان  افزایش  و  پایداری،  ویتور 

الگوریتم  2008)  همکاران از یک  برای حل این مشکل،   )

اند  عددی استفاده کرده و دقت محاسبات را بسیار بالا برده 

اما این روش نیز با مشکل کاهش بسیار زیاد سرعت مواجه 

  40، استفاده از این الگوریتم حدود  1800است. در درجه  

به   نسبت  لژاندر  توابع  محاسبه  برای  بیشتری  زمان  برابر 

دارد.الگوریتم نیاز  استاندارد  همکاران  جکلی  های   و 

افزایش دقت محاسبات در  2007) برای  نیز  هایی افزارنرم ( 

کرده  MATLABمثل   ازقابلیت  است    پیشنهاد  که 

این   نامحدود  دقت  با  شود. افزارنرممحاسبات  استفاده    ها 

( هیرت  و  افزایش درجه محاسبات  2015رکسر  برای  نیز   )

  ؛ ، همین روش را پیشنهاد کرده است2700بیشتر از درجه  

اما استفاده از این قابلیت سرعت محاسبات را بسیار کاهش  

می  کُند  بسیار  را  محاسبات  بالا،  درجات  در  و  کند. داده 

( کاسوتو  و  محاسبه  2009فانتینو  برای  روش  چندین   )

های ژئوپتانسیلی و مشتقات درجه یک تا  های مدلتابعک

روش   اول،  روش  است.  کرده  مقایسه  و  بررسی  را  چهار 

گرفته   قرار  بررسی  مورد  حاضر  مقاله  در  که  است  لژاندر 

است، روش دوم، روش کلنشاو بوده )که در این پژوهش  

روش   سوم،  روش  و  است(  گرفته  قرار  بررسی  مورد  نیز 

)  ( Pines)  پاینس پاینس  مقاله  اساس  بر  که  (  1973است 

برای   پاینس،  روش  در  است.  گرفته  قرار  مطالعه  مورد 

مختصات   سیستم  از  قطبین،  در  ناپایداری  از  اجتناب 

شده  جابهکارتزین   استفاده  کروی  مختصات  سیستم  ی 

( 2009است. روش دیگری که در مقاله فانتینو و کاسوتو )

کانینگهام روش  است،  گرفته  قرار  بررسی    متریس -مورد 

(Cunningham-Metris)   نامیده شده که بر اساس مقالات

( و  1970کانینگهام  متریس  و  شکل 1998)  همکاران(   )

 گرفته است. این مقالات نیز در جهت بهبود روش پاینس،  

 

ی سیستم کروی استفاده  جا به از سیستم مختصات کارتزین  

روشکرده  در  تامل  قابل  نکته  سیستم  اند.  از  که  هایی 

استفاده می این است که  مختصات کارتزین   برعلاوه کنند 

و  پیچیده  فانتینو  محاسبات  بر  بنا  محاسبات،  شدن  تر 

چندجمله  این  ایکاسوتو،  در  استفاده  مورد  هلمهولتز  های 

ناپایداری عددی  روش با افزایش درجه و مرتبه، دچار  ها، 

قطبین می  شوندمی نقاط  فقط در  برای  و  توانند جایگزینی 

توجه  روش باید  همچنین  باشند.  کلنشاو  و  لژاندر  های 

( کاسوتو  و  فانتینو  محاسبات  که  تا  2009داشت  فقط   )

است.  360درجه   گرفته  و    صورت  نوویکوا 

روش2016دیمیترنکو) نیز  با  های  (  مقابله  برای  را  مختلفی 

خطا را در    تأثیرخطای محاسبه توابع لژاندر بررسی کرده و  

قرار  ارزیابی  مورد  مختلف  نواحی  و  مختلف  درجات 

روشداده  این  تمام  در  فاکتورگیری  اند.  از  یا  ها، 

استفاده شده و یا برای کاهش اندازه اعداد،    کاهنده ضرایب 

این   اصلی  مشکل  است.  شده  استفاده  لگاریتمی  روش  از 

در    برعلاوه ها،  روش زیاد  کاهش  نویسبرنامهپیچیدگی  ی، 

عرض برخی  در  آنها  )عرضدقت  در  ها  و  بحرانی(  های 

بالا   روش  است.درجات  در  فاکتورگیری،  همچنین  های 

نیز محدود است  دقت ضرایبی که فاکتور گرفته می شوند 

به صفر نزدیک    mنیز با افزایش    muمثال جمله    طوربه و  

و   محاسبات می  پاریزشده  در  همواره  دغدغه  این  شود. 

باید  تابعک های میدان جاذبه وجود داشته و در محاسبات 

شدن در منطقه محاسباتی، برای   پاریز  مسئلهمراقب بود که  

nm
Pها بسیار  ها اتفاق نیافتد. درضمن، پیچیدگی این روش

برنامه کار  و  بوده  دشوار  زیاد  محققین  برای  را  نویسی 

و   شود،    کهاین ی  جابه ساخته  پرداخته  اصلی  محاسبات  به 

برای   را  زیادی  بسیار  زمان  روش نویسبرنامهباید  این  ها  ی 

کنند.   تغییر    عنوانبه صرف  هر  با  کلنشاو،  روش  در  مثال 

محاسبه   در  دقت  هاتابعککوچک  به  باید  ثقل،  میدان  ی 

کلیه   همزمان  محاسبه  برای  کلنشاو  که روش  شود  بررسی 

رابطه  المان درستی    ( 2)های  به  فرمول،  این  مشتقات  و 

برنامه  و  روشاعمال  این  دوم  مشکل  شود.  آن  نویسی  ها 

nmاست که خود  
Pشوند، بلکه جملاتی  ها نیزمحاسبه نمی
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رابطه  به  محاسبه    صورتبه (  4)و    ( 3)های  شبیه  یکجا 

برنامه می اصلاح  و  بررسی  نتیجه  در  محاسباتی شوند.  های 

تابعک از  یکی  محاسبات  اگر  و  شده  سخت  های  بسیار 

حاصل   مطلوب  نتایج  و  شده  مواجه  مشکل  با  ثقل  میدان 

تشخیص   باید    کهاین نشوند،  کمیت  کدام  یا  قسمت  کدام 

 بر خواهد بود. مورد اصلاح قرار گیرد، بسیار مشکل و زمان 

با رویکرد ساده مق واقع  با  اله حاضر در  و  سازی محاسبات 

اول   است.  نوشته شده  اصلی  در صورت    کهاین دو هدف 

مضاعف   دقت  از  مناطق  ،  (Double Precision)استفاده 

درجه  آخرین  تا  را  بحرانی  درجات  و  که  بحرانی  ای 

اند، با جزییات دقیق  ی ژئوپتانسیلی فعلی منتشر شده هامدل

می یا  معرفی  غیربحرانی  مناطق  در  که  افرادی  تا  کند 

پایین این  تر  درجات  محاسبه  حال  در  بحرانی  درجات  از 

با   و  نگرانی  بدون  و  سادگی  به  هستند،  ی  نویسبرنامه توابع 

دوم   برسند؛  نتیجه  به  به    در  کهاین ساده  ورود  صورت 

ی بحرانی و در درجات بالا، با استفاده از  هاعرض مناطق و  

از   دغدغه  بدون  است،  شده  معرفی  اینجا  در  که  روشی 

سایر   صرف  را  زمان  لژاندر،  توابع  محاسبات  نتیجه 

فارغ  کرد محاسبات   لژاندر  توابع  خود  محاسبات  از  و  ه 

شوند. روش پیشنهادی دارای این حسن است که خود 
nm
P

محاسبه   خوب  دقت  با  و  جداگانه  آنها  مشتقات  و  ها 

ها بسیار  یابی برنامهشود اولاً عیب شوند که این باعث میمی

محاسبه  ساده  اشکالات  و  تر شده 
nm
P  جداگانه    صورت به

می محاسباتی،  پروژه  درهر  ثانیاً،  شود.  بررسی  توان  قابل 

یک بار  
nm
Pمحاسبه و    موردنیازهای ها را در تمامی عرض

ها، این توابع را فقط  ذخیره کرده و در هر بار اجرای برنامه

محاسبات   سرعت  افزایش  باعث  این  که  کرد،  بازخوانی 

 شود.می

 

نوع   .2 از  شده  نرمالیزه  لژاندر  توابع  محاسبه  مشکلات 

 اول  

که حالت   نرمالیزه شده  لژاندر  توابع  محاسبه  اصلی  روابط 

قابل بیان است    (7)  و رابطه  (6)رابطه    صورتبه بسته دارند  

 (:1967یسکنن و موریتز، ا)ه
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فوق،   روابط  nmدر 
P   و اول  نوع  لژاندر  nmتوابع 

P    توابع

مشتق  که  آنجا  از  هستند.  اول  نوع  لژاندر  گیری  نرمالیزه 

روابط  پی از  است،  مشکل  بسیار  روابط  این  در  درپی 

شود. در این روابط  بازگشتی برای محاسبه آنها استفاده می

بازگشتی  
nm
P  گرفته   صورتبه ها نظر  در  ماتریس  یک 

درایه می ابتدا  که  از  شوند  ماتریس  این  اصلی  قطر  های 

محاسبه    (9)های کنار قطر اصلی از رابطه و درایه   (8)رابطه  

 (.1981شوند )کلمبو، می

(8  )                     
1, 1

2 1
cos( )

2nn n n
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P P
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(9  )                 
, 1 1, 2
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2 2n n n n
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n
 

میدرایه را  اصلی  قطر  زیر  رابطه    صورتبه توان  های 

درایه کرد.  محاسبه  سطری  یا  ستونی  هر  بازگشتی  های 

درایه  از  اصلی  قطر  زیر  اصلی  ستون  قطر  روی  های 

بازگشتی    صورتبه  رابطه  از  و  محاسبه    (10)عمودی 

می1981)کلمبو،    شوند می همچنین   کهاین جای  به توان  (. 

  صورت بهستون زیر قطر را محاسبه کنیم، سطر زیر قطر را  

 (.1981افقی محاسبه کنیم )کلمبو، 

2

1,2 2

2,2 2

4 1
sin( )

(2 1)( 1)( 1)

( )(2 3)

nm n m

n m

n
P P

n m
n n m n m

P
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(10    ) 

نکته حائز اهمیت در محاسبه توابع لژاندر این است که اگر  

کنیم،   محاسبه  پایین  درجات  در  را  توابع  این  بخواهیم 

خاصی   بخواهیم    ؛آیدنمی   وجودبه مشکل  که  زمانی  اما 

nmتوابع  
P  درجه مثلاً  بالا  درجات  در  محاسبه   2190را 

کنیم، دچار مشکلات محاسبه عددی آن خواهیم شد. در  
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اگر  بازگشتی،  nmروابط 
P    یک    صورتبه را 

  55های کروی تقریباً بین ماتریس درنظر بگیریم، در عرض

درایه   80تا   محاسبه  قطر  درجه،  کنار  و  اصلی  قطر  های 

شود. دلیل این امر این است که در اصلی دچار اشکال می

افزایش   ( 8)رابطه   اصلی  nبا  قطر  روی  اعداد  سمت به ، 

عدد به  و  کرده  میل  و    10-308  صفر   ترکوچکرسیده 

 شوند.  می

نرم نویسبرنامه های  زبان و  مثل  ی  ریاضی  افزارهای 

MATLAB    مضاعفمعمولاً از متغیر نوع دقت  (Double 

Precisionمی استفاده  دقیق  محاسبات  برای  بر  (  کنند. 

 IEEE(2008)  (Institute of Electrical اساس استاندارد  

and Electronic Engineers  شماره برای 754(   ،

بایت    8سازی اعداد اعشاری با دقت مضاعف تعداد  ذخیره 

  30810  از  تربزرگدرنظر گرفته شده است. در نتیجه اعداد  

و  Overflow)  سرریز  اصطلاحاً شده   )NaN  (Not a 

Number می گرفته  نظر  در  اعداد  (  و    از   ترکوچکشوند 
اصطلاحاً  308-10 گرفته    پاریز  نیز  نظر  در  صفر  و  شده 

به  می و  بوده  کوچک  بسیار  عدد  این  اول  نگاه  در  شوند. 

می رابطه  نظر  اجزای  سایر  هم  قدر  هر  بزرگ    (1)رسد 

اعداد،   بین  ضرب  درهنگام  و  تأثیرباشند،  باشند  نداشته  ی 

محاسبه    پاریزاین   برای  )شدن،  , , )V r    رابطه   ( 1)در 

روش   در  که  اینجاست  نکته  اما  باشد.  اغماض  قابل 

بازگشتی محاسبه 
nm
P  ها، پس از محاسبه قطر اصلی، سایر

شوند.  از روی اعداد روی قطر محاسبه می  ،عناصر زیر قطر

دور   با  بلکه  نیستند  کوچک  تنها  نه  قطر،  زیر  عناصر  این 

شوند. خطا در محاسبه  شدن از قطر اصلی بسیار بزرگ می

می باعث  اصلی  خطا قطر  با  همگی  قطر  زیر  اعداد  شود 

شود که خطاهای بسیار  باعث می   مسئله شوند و این    محاسبه

رابطه   از  پتانسیل  محاسبه  هنگام  در    وجود به   (1)بزرگی 

 آید.  

 

بررسی دقت محاسبه توابع لژاندر در درجات و  .3

 مختلف  های کرویعرض

اساسی در خصوص    میدار  یسع  بخش   نیدرا به دو سوال 

از دقت مضاعف   استفاده  لژاندر در صورت  توابع  محاسبه 

 پاسخ دهیم:  

درجه    - تا  لژاندر  توابع  محاسبه  صورت  که  2190در   ،

های ژئوپتانسیلی جهانی امروزی  معادل بیشترین درجه مدل 

های کروی محاسبه توابع لژاندر دچار  است، در چه عرض

این سوال  خطای زیادی می به  پاسخ  شود؟ در حقیقت در 

عرضمی توابع  خواهیم  محاسبه  در  بحرانی  کروی  های 

 را شناسایی کنیم.   لژاندر

عرض  - درجهدر  چه  از  بحرانی،  کروی  بعدهای  به    ، ای 

 شوند؟ محاسبه توابع لژاندر دچار خطای زیاد می

آنها  مشتقات  و  لژاندر  توابع  خطای  ارزیابی     برای 

زیر، روابط  به   )در  نسبت  لژاندر  توابع    با    مشتق 
nm

dP  
است( شده  داده  تحلیلی  می  نمایش  روابط  از   توانیم 

دقیق   فدرستن    ( 12)و    ( 11)و  و  )هولمز  کنیم  استفاده 

2002 :) 

(11)                        
max 2

2

max
0 0

( ) ( 1)
n n

nm

n m

P n  

(12 )                              

max 2

0 0
2

max max max

( )

( 1) ( 2)

4

n n

nm

n m

dP

n n n
 

بر این اساس، خطای تحلیلی محاسبه توابع لژاندر) 
nmP
e )  

 ( آن  مشتق  تحلیلی  خطای  و 
nmdP

e  )  روابط    صورتبهرا

 کنیم: تعریف می( 14)و ( 13)

(13   )           
max 2

2

max
0 0

( ) ( 1)
nm

n n

nm
P

n m

e P n  

(14 )                            

max 2

0 0
2

max max max

( )

( 1) ( 2)

4

nm

n n

nmdP
n m

e dP

n n n
 

می طرفی  در  از  را  آنها  مشتقات  و  لژاندر  توابع  توانیم 

تابعک ) محاسبه  ثقل  پتانسیل  مانند  ثقل  میدان  و  Wهای   )

 ( ثقل زمین  از یک مدل ژئوپتانسیلی  gشتاب  استفاده  با   )

به  (  2014،  همکاران)فورسته و   EIGEN-6C4  جهانی مانند

  توابع لژاندر و مشتقات آن   خطای محاسبه  تأثیرکار برده و  

 را روی آنها بررسی کنیم.
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) 

در محاسبه توابع   بحرانی کرویهای تعیین عرض .3-1

 لژاندر 

عرضمشخص برای   ابتدا  شدن  بحرانی،  کروی   های 

عرض   عرض    صفراز  تا  گام  90درجه  با   های  درجه 

ای،  دقیقه   10
nm
P    درجه تا  کرده   2190را   محاسبه 

رابطه  از  استفاده  با  بررسی   (12)و  (  11)های  و   به 

می  آنها  مشتق  و  لژاندر  توابع  محاسبه   پردازیم.  دقت 

منظور از دقت در اینجا محاسبه  
nmP
e    و

nmdP
e   با استفاده

روابط   امتداد    (12)و  (  11)از  در  همچنین،   است. 

نصف ) یک  پتانسیل  بیضوی،  بر روی سطح  و   (  Wالنهار 

 ( ثقل  شتاب  مقدار  ترسیم gو  و  کرده  محاسبه  را   ) 

تابعکمی محاسبه  برای  بحرانی  مناطق  تا  میدان  کنیم  های 

شکل  شوند.  مشخص  را    2و    1  ثقل  محاسبات  این  نتایج 

 دهند. نشان می
 

 
خطای محاسبه توابع لژاندر   .1شکل

nmP
e

  
( و مشتق توابع لژاندر پیوسته  آبی  نمودار)

nmdP
e  (با استاندارد دقت مضاعف چینخط  قرمز  نمودار )

 شکل در مقیاس لگاریتمی ترسیم شده است.  .2190ای تا درجه بسط دقیقه 10های درجه با گام 90های کروی صفر تا در عرض
 

 
   )الف(

 
 (ب)

ثقل  .2شکل پتانسیل  ثقل  (الف)  نتیجه محاسبه  با دقت مضاعف  (ب)  و شتاب  از متغیرهای  استفاده  در   EIGEN-6C4در مدل ژئوپتانسیلی   با 

ای تا  دقیقه  10های  درجه با گام  90تا    صفرهای  درجه( بر روی سطح بیضوی، در عرض  صفر  النهار گرینویچ )طول کروی امتداد نصف

 . شکل در مقیاس لگاریتمی ترسیم شده است. 2190درجه بسط 
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توان دریافت که محاسبات توابع  می  2و   1  با توجه به شکل

و  آن  مشتقات  و  آن   لژاندر  تبع  تابعکهابه  محاسبه  های  ، 

عرض در  ثقل،  کرویمیدان  درجه،    79و    56بین    های 

برای   نتیجه  ناپایداری و کاهش دقت شده است. در  دچار 

این    محدوده   کردنمشخص   تردقیق در  بحرانی،  عرض 

گام  محدوده  دقیقه با  یک  تکرار  های  را  محاسبات  ای، 

شکلمی در  بررسی  این  نتیجه  داده    4و    3  کنیم.  نمایش 

 شده است. 
 

 
خطای محاسبه توابع لژاندر   .3شکل

nmP
e

  
( و مشتق توابع لژاندر پیوسته  آبی  نمودار)

nmdP
e  (با استاندارد دقت مضاعف چینخط  قرمز  نمودار )

 شکل در مقیاس لگاریتمی ترسیم شده است.  .2190ای تا درجه بسط دقیقه 1های درجه با گام 79تا  56 های کرویدر عرض

 

 
   )الف(

 
 (ب)

)نتیجه محاسبه    .4شکل ثقل  )الفپتانسیل  ثقل  با دقت مضاعف در مدل ژئوپتانسیلی  (  ب( و شتاب  از متغیرهای  استفاده  در   EIGEN-6C4با 

ای تا  دقیقه 1های درجه با گام  79تا  55کروی های النهار گرینویچ )طول کروی صفر درجه( بر روی سطح بیضوی، در عرضامتداد نصف

 . شکل در مقیاس لگاریتمی ترسیم شده است. 2190درجه بسط 
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شکل   طورهمان در  محاسبه    3  که  است،   مشخص 

تدریج به 56˚20ʹتوابع لژاندر و مشتق آنها، از عرض کروی

به بحرانی  60شده، در عرض    افت دقت دچار   ترین  درجه 

در  و  شده  کم  خطا  مقدار  سپس  و  رسیده   حالت 

  10-5  خطای محاسبه توابع لژاندر به  78˚33ʹعرض کروی  

عرض   در  نیز  لژاندر  توابع  مشتق  محاسبه  خطای   و 

به    79کروی   شکلمی  159/0درجه  در   (  4)  رسد. 

مناطق،   سایر  در  که  است  زیاد  آنقدر  خطا   مقدار 

ثقل   شتاب  مقدار  و  پتانسیل   یک    صورتبه مقدار 

می دیده  مستقیم  است  خط  این  توجه  جالب  نکته   شوند. 

ثقل   شتاب  و  پتانسیل  محاسبه  در  بحرانی  ناحیه   که 

میترکوچکمحدوده   نشان  نتایج  است.  که  ی   دهد 

کروی   عرض  از  ثقل،  پتانسیل  محاسبه  در  بحرانی   ناحیه 
 

کروی    57˚32ʹ عرض  در    60˚13ʹتا  بحرانی  ناحیه  و 

کروی   عرض  از  ثقل  شتاب  عرض    57˚41ʹمحاسبه  تا 

لازم    60˚13ʹکروی   بحرانیبهاست.  که  است  ترین  ذکر 

مشابه   ثقل،  شتاب  و  پتانسیل  محاسبه  در  کروی  عرض 

درجه    60محاسبه توابع لژاندر و مشتق آنها، عرض کروی  

 است.
 

 تعیین درجه بسط بحرانی  .3-2

توابع    کهاین برای   محاسبه  دقت  ناپایداری  شود  مشخص 

تابعک و  ثقل لژاندر  میدان  درجه   های  چه  شروع  از  ای 

عرض  می در  را  محاسبات  و    60شود،  درجه  برای  درجه 

  5  کنیم. نتیجه در شکلتکرار می   2190تا    1800مرتبه های  

 نمایش داده شده است.  6و 

 
خطای محاسبه توابع لژاندر   .5شکل

nmP
e

  
( و مشتق توابع لژاندر پیوسته  آبی  نمودار)

nmdP
e  (با استاندارد دقت مضاعف چینخط  قرمز  نمودار )

 شکل در مقیاس لگاریتمی ترسیم شده است.  .2190تا  1800درجه، در درجات  60در عرض کروی 
 

 
   )الف(

 
  )ب(

با دقت مضاعف در مدل ژئوپتانسیلی  (  ب( و شتاب ثقل )الفپتانسیل ثقل )نتیجه محاسبه    .6شکل ، در  EIGEN-6C4با استفاده از متغیرهای 
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 . شکل در مقیاس لگاریتمی ترسیم شده است. 2190تا  1800درجه بر روی سطح بیضوی، در درجات  60النهار صفر درجه و مدار نصف

، خطای محاسبه توابع لژاندر ) 5با توجه به شکل  
nmP
e  تا )

بوده که از این درجه    1×   10-5از مرتبه   2029قبل از درجه  

پیدا   ناگهانی  افزایش  این خطا  بعد،  با  کندمی به  همچنین   .

، این مرز برای خطای محاسبه مشتق توابع  5توجه به شکل  

لژاندر ) 
nmdP

e  بوده، که تا قبل از این    2029( همین درجه

مرتبه   از  خطا  این  درجه    4/1درجه،  از  بعد  و   2029بوده 

پیدا   ناگهانی  در کندمیاین خطا جهش  با    .  پتانسیل  مورد 

( شکل  به  درجه  (بالا -6توجه  از  محاسبه    2065،  بعد  به 

مقدار پتانسیل تغییر ناگهانی دارد. همچنین در مورد شتاب  

( شکل  به  توجه  با  درجه  (پایین-6ثقل  از  بعد،    2071،  به 

دیده   ثقل  شتاب  مقدار  محاسبه  در  ناگهانی  جهش  یک 

 میشود.
 

  مطالعه توابع لژاندر در نواحی نزدیك قطب .3-3

تابعک و  لژاندر  توابع  بررسی  در  برای  ثقل،  میدان  های 

تا    85های  نواحی نزدیک به قطب، محاسبات را در عرض 

با    90 و  دقیقه هاگام درجه  یک  مرتبه  ی  و  درجه  برای  ای 

می  2190 شکلکنیم  تکرار  در  داده    8و    7  نتایج  نمایش 

 شده است. 

شکل  طورهمان در  توابع    7  که  محاسبه  میشود،   دیده 

)تقریباً   قطب  نزدیک  نواحی  در  آن  مشتق  و  لژاندر 

از  هاعرض بالاتر  شدید    5/89ی  نوسانات  دچار  درجه( 

و    1×10-4به  توابع لژاندر  خطای محاسبه    کهییتا جا  شده 

رسد. هرچند لازم  می  300به عدد    خطای محاسبه مشتق آن 

با  به  محاسبه توابع  ذکر است که این میزان خطا در مقایسه 

  60ی حدود  هاعرض نواحی بحرانی )لژاندر و مشتق آن در 

است. همچن  از شکل  یدرجه( خیلی کوچک    توان می  8ن 

تابعک محاسبه  در  مشکلی  که  ثقل  دریافت  میدان  های 

وجود   قطب  نزدیک  نواحی  در  ثقل(  شتاب  و  )پتانسیل 

 ندارد. 

 

 
 )الف( 

 
 (ب)

لژاندر   .7شکل توابع  محاسبه  خطای 
nmP
e  (الف  )لژاندر توابع  مشتق  محاسبه  و خطای 

nmdP
e  (ب  )مضاعف دقت  استاندارد  مقا  با  با    سهیدر 

 . 2190 درجه تا یاقهیدق  1 یهاگامبا درجه 90 تا 85 ی کروی هادر عرض  ،یلیتحل یهافرمول 
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   (الف)

 
  (ب)

ثقل )محاسبه    جهینت  .8شکل )الفپتانسیل  ثقل  با دقت مضاعف در(  ب( و شتاب  از متغیرهای  استفاده  در   EIGEN-6C4  یلیمدل ژئوپتانس  با 

 .2190 درجه تا یاقهی دق 1 یهاگامبا  درجه 90 تا 85 یها در عرض ،ی ضویسطح ب یدرجه بر رو  صفرالنهار امتداد نصف

 

 محاسبه دقیق توابع لژاندرروش پیشنهادی برای  .4

خطاهای   با  مقابله  برای  تحقیق،  این  در  پیشنهادی  روش 

از  سرریز  پاریز  ناشی  درایه   و  nmهای  شدن 
P ،ها

  و   IEEE  (2008)  خروج از استاندارد دقت مضاعفبرمبتنی

مضاعف  دقت  ماورای  به  اعداد  محاسبه  دقت  افزایش 

زبان   از  استفاده  مستلزم  خود  این  با  نویسبرنامه است.  ی 

به   قادر  است که  با طول  کاربهکامپایلری  متغیرهای  گیری 

از   باشد.    8بیش  زبان   عنوان به بایت  کامپایلر  نمونه، 

نوعی    ++Borland Cی  نویسبرنامه دارد که  را  قابلیت  این 

نام   به  متغیر  نوع  بهرا    Long Doubleاز  این  با  گیرد.  کار 

می تامتغیر  را  محاسبات  دقت  به  10-4932  توان  کرد.  حفظ 

ترتیب،  محاسبه    این  کدهای  nmاگر 
P    زبان به    ++Cرا 

به و  می  نوشته  کنیم  معرفی  کامپایلر  دقت  این  توان 

به  10-4932  تا   را  محاسبات و  از  حفظ کرده  مانع  این طریق 

nmپاریز شدن مقادیر
P.بنابر این، در این تحقیق ابتدا    شویم

زبان   به  برنامه  متغیرهای    ++Cیک  تمام  که  شد  نوشته 

دقت  موردنیاز با  در    Long Doubleرا  اما  کند.  محاسبه 

اصولاً متغیرها  از  بعضی  که  شدیم  متوجه  توانند  نمی  عمل 

نوع   متغیر  مثال    Long Doubleدر  برای  گیرند.  قرار 

کند، متغیری که شماره اندیس داخل ماتریس را ذخیره می

نمی و  بوده  طبیعی  عدد  نوع  از  را  همواره  آن  نوع  توانیم 

متغیر   این  که  است  حالی  در  این  بدهیم.    عنوان به تغییر 

شرکت  ریاضی  عملیات  در  باید  مرتبه،  یا  درجه  شماره 

کند؛ در نتیجه حتی ممکن است در ضرب بین دومتغیر، هر  

 کهاین دو متغیر به یک نوع واحد تبدیل شوند. با توجه به  

زبان   می  ++Cدر  تغییر متغیرها  محاسبات  حین  در  توانند 

متغیرها در حالت   بدهند، حفظ دقت    Long Doubleنوع 

نیازمند دقت زیادی است. همچنین بعضی از توابع ریاضی  

تغییر    Double precisionفرض، نتیجه را به  پیش   صورتبه 

متغیرها  می تمام  درنتیجه  باید  به تک  صورتبه دهند.  تک 

در  محاسبات  مراحل  تمام  در  تا  گیرند  قرار  بررسی  مورد 

 باقی بمانند.   Long Doubleحالت 

های  ، بررسیLong doubleپس از افزایش دقت متغیرها به 

عرض بحرانی  منطقه  در  که  داد  نشان  میانی،  عددی  های 

nmهای نیامده و تمام درایه  وجودبه هیچ مشکلی  
P    و مشتق

مشکل    خوبیبه آن   بدون  می  پاریزو  محاسبه  شوند.  شدن 

کروی عرض  منطقه  در  کروی    89˚30ʹاما  عرض   90تا 

درایه  هم  باز  عدددرجه،  از  اصلی  قطر  عبور  10-4932های 
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درایه  به سرعت  و  این  ها صفر میکرده  شدن    پاریزشوند. 

مشتق    خصوصبه  روی  بر 
nm
P  می بیشتری  گذارد.  اثر 

کاهنده به  فاکتور  تکنیک  از  دلیل  )cos)همین  ))m 

باعث می تکنیک  این  است.  شود که سرعت  استفاده شده 

درایه   پاریز های  شدن 
nm
P    نقاط در  و  شده  کند  بسیار 

محاسبه دقت  هم  قطب  به  نزدیک 
nm
P  حد باقی    10-6در 

مانده و در دقت محاسبه مشتق  
nm
P    نیز کاهش محسوسی

 نداشته باشد.

دارد.   وجود  خاصی  نکته  نیز  قطب  نقطه  خود  مورد  در 

کامپایلر   90کسینوس   در  اما  شود  فرض  صفر  باید  درجه 

زبان برنامه اکثر  عدد  های  از  گرفتن  کسینوس    90نویسی، 

به  شبیه  عددی  را    12323399573677/6×10-17  درجه، 

می ضریب نتیجه  به  توجه  با  نیز  خطا  مقدار  این  دهد. 

(cos( ))mچشم اثر  مرتبه،  و  درجه  افزایش  با  گیری ، 

دارای عرض   نقطه قطب که  دلیل در خود  همین  به  دارد. 

درایه   90 تمام  صفر    جزبه ها  است،  اول،  ستون 

یا   فرض شده و باید  نیز  اول  ستون  nmبرای 
P  فرمول از  را 

  کرد )نوویکوا و دیمیترنکو،   محاسبه  ( 15)  جایگزین رابطه 

درایه 2016 یا  و  را  (؛  ابتدایی  با    صورتبه های  و  دستی 

فرمول با  سپس  و  کرده  جایگزین  دقیق  های  مقادیر 

درایه  سایر  عادی،  محاسبه  بازگشتی  را  اول  ستون  های 

 کنیم. 

(15   )                                      ,0 2 1nP n 

برای مشتق نقطه قطب،  همچنین در 
nm
P   تمام درایه ها  نیز 

همان    جزبه  با  نیز  دوم  ستون  و  هستند  صفر  دوم  ستون 

ابتدایی  فرمول درایه  دو  با  اما  معمولی  بازگشتی  های 

شروع شده و تا انتها محاسبه    (17)  و  (16)  فرمول  صورتبه 

 شوند.می

(16                                                      )1,1=- 3 dP 

(17                                                  )2,1=- 15 dP 
 

 بررسی دقت روش پیشنهادی .5

قبل از بررسی دقت نتایج باید به یک نکته اشاره شود که  

نرممعمولاً در  اصلی،  محاسبات  مانند  ،  ریاضی  افزارهای 

MATLAB  شود. اگر  انجام می
nm
P  های محاسبه شده را

نرم  این  هنگام  در  در  هم  باز  کنیم،  فراخوانی  افزارها 

درایه  حدود  ترکوچکهای  فراخوانی،  صفر  10-308از  به 

ای که باید بررسی شود این است که  شوند. نکته تبدیل می 

این   تابعک  مسئلهآیا  محاسبات  نتیجه  ثقل،  در  میدان  های 

یا   دارد  اغماض    مسئلهاین    تأثیر  کهاین اثر محسوسی  قابل 

عددی   تست  یک  سوال،  این  به  جواب  برای  است؟ 

می نشان  که  گرفت  اعداد  صورت  شدن  صفر  این  داد 

تابعک محاسبات  در  مشکلی  ثقل  کوچک،  میدان  های 

هایی که از  آورد. صفر شدن آن تعداد از درایه نمی وجودبه 

ها  هستند، فقط روی خود آن درایه   ترکوچک  10-308  عدد

درایه  اثر گذاشته و سایر  آنها  به    تأثیر ها  و ضرایب مربوط 

این درایه دریافت نمی از  به منفی  با توجه    کنند. در ضمن 

های  توان ملاحظه کرد که اگر یکی از درایه می  ( 1)رابطه  

nm
P  باشد، صفر فرض کردن   ترکوچک  10-308  از عدد

درایه،   محاسبه  تأثیرآن  در  )ی  , , )V r  رابطه   ( 1)  در 

محاسباتی خطای  و  اغماض    نداشته  قابل  حد   در 

رابطه  اجزای  سایر  زیرا  ماند؛  خواهد   آنقدر    (1)  باقی 

از   ترکوچکشدن یک درایه  فرضبزرگ نیستند که صفر  

محاسبه  تأثیر  10-308  عدد نتیجه  در  )ی  , , )V r  داشته

 باشد. 

این   در  پیشنهادی  روش  دقت  بررسی  برای  درنهایت 

رایانه  برنامه  یک  بنام  تحقیق،  زبان    ALF22ای    ++Cبه 

( اجرایی  زبان  به  و  شده  و  ALF22.exeنوشته  کامپایل   )

انجام   برنامه  آن  نتایج  اساس  بر  محاسبات  در  شدتست   .

ها  ادامه، برای کنترل کیفیت و تست نتایج، در تمام عرض

عرض  خصوصبه و   یعنی  بحرانی  مناطق  و  در  میانی  های 

های نزدیک به قطب، نتایج را به دقت مورد بررسی عرض

تست   نوع  دو  بررسی،  این  برای  داد.  خواهیم  قرار 

اول، دقت محاسبه   داد. در تست  انجام خواهیم  محاسباتی 

nm
P بررسی   ( 12)  و   (11)  ها را با استفاده از روابط تحلیلی

در تست دوم، ابتدا در یک سری نقاط که شامل    کنیم.می

  ALF22  های بحرانی هم هستند، با استفاده از برنامه عرض
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مقادیر 
nm
P  های میدان  و مشتق آن را تولید کرده و تابعک

 Graflabکنیم. سپس با استفاده از برنامه  ثقل را محاسبه می

که از روش کلنشاو برای محاسبه  (  2013)بوچا و جاناک،  

میتابعک استفاده  میدان  تست،  های  نقاط  همین  در  کند، 

های میدان ثقل را تولید کرده و با نتایج حالت قبل  تابعک

 کنیم. مقایسه می

محاسبه دقت  اول،  نوع  تست  برای 
nm
P    را آن  مشتق  و 

عرض در  بار  تا  یک  صفر  گام  90های  با   10های  درجه 

ای و یک بار در فاصله یک درجه نزدیک به قطب با  دقیقه 

  ای محاسبه کرده و با استفاده از روابط های یک دقیقه گام

و    9  کنیم. شکلخطای کل آنها را ترسیم می  ( 14)و    (13)

 دهند. این نتایج را نمایش می 10

شکل    طورهمان در  می   10و    9که  خطای  دیده  شود، 

nmمحاسبه  
P   قطبین  جزبه به  -6  عدد   همیشه زیر  ، نزدیک 

این عدد  مناطق  قرار دارد و فقط در    1×10 نزدیک قطب 

تجاوز    1×10-5  عدد  شود ولی باز هم هیچگاه ازبزرگ می

رابطه  نمی طبق  مرتبه    (11)کند.  و  درجه  ، جمع 2190در 

درایه  دوم  ماتریستوان  های 
nm
P    با برابر  باید 

می  4/ 800481×610 نشان  عدد  دو  این  مقایسه  دهد  باشد. 

درایه  محاسبه  دقت  ماتریسکه  های 
nm
P    خوب بسیار 

مشتق   محاسبه  خطای  همچنین  است. 
nm
P   نقاط   جزبه

عدد   زیر  همیشه  قطب،  به  و    1×10-2نزدیک  دارد  قرار 

می بزرگ  عدد  این  قطب  نزدیک  در  بر فقط  که  شود 

عدد   از  هیچگاه  هم  باز  عددی  نتایج  تجاوز    2/2اساس 

توان دوم درایه   (12)کند. طبق رابطه  نمی های مشتق  جمع 

ماتریس 
nm
P  و درجه  با    2190مرتبه  در  برابر  باید 

مقدار    5/ 76115325772×1210 با  عدد  این  مقایسه  باشد. 

های مشتق  دهد که دقت محاسبه درایه نشان می  2/2  خطای

nm ماتریس
P  .نیز بسیار خوب است 

،  Graflabافزار  برای تست نوع دوم، نتایج محاسبات با نرم 

  5نمونه در    عنوانبه .  شددر یک سری نقاط تست، مقایسه  

درجه، دو  90و  60،60/89، 40نقطه با عرض کروی صفر، 

کمیت پتانسیل جاذبی و نرم شتاب ثقل را محاسبه کرده و  

می  مقایسه  هم  منظور  با  این  برای  روی    5کنیم.  بر  نقطه 

بیضوی   جدول    WGS84سطح  در  که  مختصاتی    1با 

 دهیم. نمایش داده شده است، مورد استفاده قرار می

 

 
لژاندر   .9شکل توابع  محاسبه  خطای 

nmP
e   لژاندر توابع  مشتق  محاسبه  خطای  و 

nmdP
e  نوع  با متغیر  از  طویل  »  استفاده  مضاعف   دقت 

(Long Double») ای.  دقیقه 10ی هاگامدرجه با  90های صفر تا در عرض 
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توابع لژاندر   .10شکل خطای محاسبه 
nmP
eلژاندر و خطای محاسبه مشتق توابع 

nmdP
e  استفاده از متغیر نوع )»با   Longدقت مضاعف طویل 

Double»)  ای.  دقیقه 1ی هاگامدرجه کروی با  90تا  89های در عرض 2190تا درجه 
 

nmبا استفاده از    MATLAB  افزارنرمدر    6C4-EIGENنتایج محاسبه پتانسیل تولیدشده با مدل ژئوپتانسیلی    .1جدول
P    تولید شده درC++  

 . )روش کلنشاو( در نقاط تست Graflab افزارنرمدر مقایسه با نتایج  2190تا درجه و مرتبه 

 

با مدل ژئوپتانسیلی    .2جدول تولید شده  ثقل  nmبااستفاده از    MATLAB  افزارنرمدر    6C4-EIGENنتایج محاسبه شتاب 
P   تولید شده در

C++  افزارنرمدر مقایسه با نتایج  2190تا درجه و مرتبه Graflab روش کلنشاو( در نقاط تست( . 

 

                                        

        

  
  

  
  

  
  

  
  

  
 

  
 

  
 

 
 
 
  
  
 
 
  
 
  
 
 

                       

                        

 شماره

 عرض

 کروی 

 )درجه( 

 طول 

 کروی 

 )درجه( 

r (m) 

 شده محاسبهپتانسیل 

 Graflabدر 

)2/s2(m 

شده با  محاسبهپتانسیل 

تولید  nmPاستفاده از 

 ++Cشده در 

)2/s2(m 

اختلاف محاسبه  

 پتانسیل 

)2/s2(m 

1 0 179 6۳781۳7 22706/626۳7071 22۳066/626۳7071 0002466/0- 

2 40 179 86۳/6۳69۳44 74605/626۳6054 7459888/626۳6054 000061/0 

۳ 60 179 166/6۳60598 49687/62651۳95 4965589/62651۳95 000۳1/0 

4 9/89 179 ۳79/6۳56752 29707/626۳7001 2965626/626۳7001 00050/0 

5 90 179 ۳14/6۳56752 2۳606/626۳700۳ 2۳55541/626۳700۳ 00050/0 

 شماره

 عرض

 کروی 

 )درجه( 

 طول 

 کروی 

 )درجه( 

r (m) 

 محاسبه شده در ثقلشتاب 

Graflab 
)2(m/s 

شده با  محاسبه شتاب ثقل

nmاستفاده از 
P 

 ++Cتولید شده در 

)2(m/s 

اختلاف محاسبه  

 m/s)2(شتاب ثقل 

1 0 179 6۳781۳7 780۳9275422277/9 780۳92754۳402/9 -1/175×10-10 

2 40 179 86۳/6۳69۳44 80158۳4۳۳57087/9 80158۳4۳۳54297/9 10-11×790/2 

۳ 60 179 166/6۳60598 82۳515۳0۳۳۳985/9 82۳515۳0۳1912/9 10-10×486/1 

4 9/89 179 ۳79/6۳56752 8۳2۳6۳۳6502971/9 8۳2۳6۳۳647919/9 10-10×8۳7/2 

5 90 179 ۳14/6۳56752 8۳24۳212۳081۳7/9 8۳24۳212۳6076/9 10-10×262/5- 
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جدول    طورهمان در  جدول    1که  می   2و  شود،  مشاهده 

در   5و    4و    3در منطقه غیربحرانی و نقاط    2و   1برای نقاط  

عرض بحرانی  عرضمناطق  و  میانی  نزدیک های  های 

و هم در محاسبات    قطب، پتانسیل  نتایج محاسبات  هم در 

بوده و اختلافات   نتایج کاملاً یکسان  ثقل،    دار معنیشتاب 

پتانسیل در جدول   بیشترین اختلاف در محاسبه  ،  1نیست. 

کاملاً    0/ 0005مقدار   که  است  ثانیه  مجذور  بر  مربع  متر 

مدل   در  مقایسه،  و  اطلاع  جهت  صرفاً  است.  ناچیز 

برای    EIGEN-6c4ژئوپتانسیلی   شده  منتشر  دقت  از 

ضرایب استفاده کرده و خطای محاسبه پتانسیل تا درجه و  

متر    3/0متوسط حدود    طوربه که    شد محاسبه    2190مرتبه  

ارتفاعی   مقیاس  به دست آمد که در  ثانیه  بر مجذور  مربع 

.  استد  یی خطا برای ارتفاع ژئو  مترسانتی  3ارز با حدود  هم

می نشان  اختلافات  این  که  بر   0005/0دهد  مربع  متر 

شده در  انجامنتایج محاسبات    دار نبوده ومجذور ثانیه معنی

برنامه   محاسبات  با  کنترل،  یکسان    Graflabنقاط  کاملاً 

از   اختلاف  بیشترین  نیز  ثقل  شتاب  خصوص  در  است. 

گال است که این مقدار نیز  میلی  2624/5×10-5،  2جدول  

مدل   ضرایب  دقت  اساس  بر  است.  کوچک  کاملاً 

درجه    EIGEN-6c4ژئوپتانسیلی   خطای 2190تا  مقدار   ،

ثقل حدود   برآورد شد، که    5/1محاسبه شتاب  میلی گال 

گال میلی 5/ 262×10-5دهد مقدار اختلاف این نیز نشان می 

 نیست.  دارمعنی

 

 گیری  نتیجه  بحث و .6

خصوص   در  زیر  اساسی  سوال  دو  به  تحقیق،  این  در 

افزارهای  نرم محاسبه توابع لژاندر وابسته نوع اول بر اساس  

 محاسباتی با دقت مضاعف پاسخ داده شد: 

درجه    - تا  لژاندر  توابع  محاسبه  صورت   ،  2190در 

مدل درجه  بیشترین  معادل  ژئوپتانسیلی  که   های 

عرض چه  در  است،  امروزی  کروی  جهانی   های 

می فاحش  خطای  دچار  لژاندر  توابع  شود؟  محاسبه 

 2190های بحرانی در محاسبه توابع لژاندر تا درجه  )عرض

 کدامند؟(  

عرض   - درجهدر  چه  از  بحرانی،  کروی  بعد  های  به  ای 

 شود؟ محاسبه توابع لژاندر دچار خطای زیاد می

های استفاده از این  مطالعه موردی، چالش  عنوان به همچنین  

تابعک تولید  در  مدل توابع  اساس  بر  ثقل  میدان  های  های 

از   استفاده  با  و  دارای  افزارنرمژئوپتانسیلی  دقت  های 

لژاندر در  مضاعف   توابع  مطالعه شد. دریافتیم که محاسبه 

های ژئوپتانسیلی  )معادل با بیشترین درجه مدل   2190درجه  

 56˚20ʹهای کروی بیندر عرض  دقت مضاعفحاضر( با  

بحرانی  78˚33ʹ  تا و  نبوده  برخوردار  کافی  دقت  ترین  از 

افتد. همچنین دریافتیم  درجه اتفاق می  60در عرض  حالت  

درجه   از  بعد  کروی2029که  عرض  در  درجه   60، 

نتیجه  )بحرانی  در  و  لژاندر  توابع  محاسبه  حالت(،  ترین 

شده تابعک دقت  افت  دچار  ثقل  میدان  افزایش    و  های  با 

می تشدید  دقت  کاهش  این  همچنین  درجه،  شود. 

خطای موجود در محاسبات    دلیلبه محاسبات نشان داد که  

محدوده  در  پتانسیل  محاسبه  لژاندر،  تا   57˚32ʹ  توابع 

می  60˚13ʹ خطا  دچار  کروی،  محاسبه  عرض  برای  شود. 

بین خطا،  محدوده  این  ثقل،    60˚13ʹتا    57˚41ʹشتاب 

کروی ]  عرض  محدوده  نتیجه،  در  آمد.  دست   60˚13ʹبه 

می  عنوانبه [  57˚32ʹو معرفی  بحرانی   شود.محدوده 

عرض تمام  در  پتانسیل  محاسبه  برای  امن  های  محدوده 

از   کمتر  درجات  برای    2065کروی،  امن  محدوده  و 

عرض تمام  در  ثقل  شتاب  از  محاسبات  کمتر  درجه  ها، 

 به دست آمد.   2071

آنجا نرم یی از  دقت  که  با  که  معمول  محاسباتی  افزارهای 

می  مضاعف نیازهای  کار  پاسخگوی  در    موردنیازکنند، 

مشکل  این  حل  برای  روشی  نیستند،  لژاندر  توابع  محاسبه 

ارزیابی  شد.  اگر  پیشنهاد  که  دادند  نشان  عددی  های 

برای   بازگشتی  روابط  اساس  بر  را  لژاندر  توابع  بخواهیم 

تابعک با دقت کافی محاسبه شوند،  تولید  ثقل  میدان  های 

مضاعف  »دقت  حد  در  حداقل  محاسبات  دقت  به  نیاز 

 طویل« است.
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