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 چكيده
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Abstract 

The simple method for height determination is spirit leveling. The leveled height 
differences are path-dependent. Ergo height from spirit leveling is not unique. The 
problem can be solved by converting the path-dependent leveled height differences into 
unique path-independent height differences (Vanicek and Krakiwsky, 1986).  

The difference between the potentials of two close equipotential surface can be written 
as: 
W g hδ δ−�              (1) 

Practically, instead of potential, it is better to use geopotential numbers 
i
C : 

( )0i i
C W W= − −              (2) 

Having derived geopotential numbers, we can compute various height systems such as 
dynamic height, orthometric height and normal height. According to (1), with gravity 
measured along the leveling line, the potential difference as a path-independent quantity 
can be determined. In this method we can only compute geopotential numbers for points 
where we can establish a leveling path.  
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On the other hand with geoid height at hand and the availability of geodetic height 
from GPS, we can compute orthometric height. With computation of mean gravity, 
orthometric height can be converted to geopotential number. But there are still some open 
problems with computation of geoid and mean gravity. The aim of this paper is the 
presentation of a new method for computation of geopotentail numbers based on solving 
the fixed geodetic boundary value problem. 

With the availability of GPS coordinates for the point on the Earth’s surface, the outer 
boundary of the Earth can be regarded as a known and fixed boundary. With boundary 
observations on the Earth’s surface at hand, we deal with a fixed geodetic boundary value 
problem. The problem is defined as follows: 
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where w  is the gravity potential of the Earth, γ  the norm of the gravity vector on the 
Earth’s surface, σ  mass density, ω  the angular velocity and 

0
W  geoid potential. 

The first step towards the solution of the proposed fixed geodetic boundary value 
problem is the linearization of the problem. After linearization we obtained a linear 
boundary value problem as follows:  
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In this paper we propose a new method for solving the linear boundary value problem 

based on harmonic splines. The main steps of the new method are as follows: 
- Application of the ellipsoidal harmonic expansion complete up to degree and order of 
360 and of the ellipsoidal centrifugal field for removal of the effect of the global gravity 
from gravity intensity at the surface of the Earth. 
- The removal from the gravity intensity at the surface of the Earth of the effect of 
residual masses at a radius of up to 55 km from the computational point. 
-Solution of the linear boundary value problem based on harmonic splines. 
-Restoration of the removed effects in order to compute potential on the surface of the 
Earth. 
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-Subtraction of the geoid potential from the computed potential on the Earth's surface in 
order to obtain geopotential numbers. 
-Computation of various height systems. 

Computation of various height systems in the central part of Iran has successfully 
tested this methodology. 

 
Key words: Height systems, Geopotential numbers, Geodetic boundary value problem, 

Gravity 
 

 مقدمه   1

 مورد علاقه كاربران در سئله تعيين ارتفاع هموارهم
ترين   ساده.است حقيقاتي و اجراييت گوناگوناي ه حوزه
پس از . است روش ترازيابي تفاعمنظور تعيين ار هشيوه ب

ساير نقاط ارتفاع توان   مي، مبنادرحكمانتخاب يك نقطه 
زيابي ارتفاع حاصل از ترا. كرد تعيين  ترازيابيراهرا از 

زيابي به مسير اختلاف ارتفاع حاصل از ترا دليل وابستگي هب
 مثابة بهتوان اين روش را   بنابراين نمي.نيستترازيابي يكتا 

ونيچك (كاربرد  ه تعيين ارتفاع نقاط ببراي مناسب يروش
 و جكلي، 2006 سانسو و ونيچك،؛ 1986و كراكيوسكي، 

ابسته به مسير به توان با تبديل نتايج و را ميمشكل . )2000
پتانسيل  براي دو سطح هم. كردنتايج مستقل از مسير حل 

 و ونيچك(هم رابطه زير برقرار است  هنزديك ب
 ):1986، كراكيوسكي

)1(                                              W g hδ δ−� 

ا كه كميتي وابسته به  رhδتوان اختلاف ارتفاع  مي
 تبديل مستقل از مسير Wδمسير است به اختلاف پتانسيل 

  در طول خطگرانيشتاب  گيري لذا با اندازه. كرد
توان اختلاف پتانسيل بين دو نقطه را كه  ميترازيابي 

توان به هر  بنابراين مي .دست آورد همستقل از مسير است ب
نقطه 
i
P يك پتانسيل 

i
Wدر عمل بهتر است .  نسبت داد

جاي پتانسيل  هكه ب
i
W دكر از عدد ژئوپتانسيل استفاده .

عدد ژئوپتانسيل 
i
C مربوط به نقطه 

i
Pزير صورت ه ب 

 :)1967هيسكانن و موريتز،  (شود تعريف مي

)2(                                      ( )0i iC W W= − − 

ئوپتانسيل گرچه داراي اين ويژگي مفيدند كه اعداد ژ
 سامانة يك درحكمتوانند  براي هر نقطه يكتا هستند و مي

 واحد آنها ين است كهاآنها كار روند ولي عيب  هارتفاعي ب
 كاربران كه  در حالياست، مجذور ثانيه مجذور متر بر
 ارتفاعي هستند كه داراي اي سامانهمند به  اغلب علاقه

 .واحد متر باشد
نقطه  ارتفاع ديناميك ، اين عيبرفعبراي 

i
P 

، ونيچك و كراكيوسكي( است شدهصورت زير تعريف  هب
1986:( 

)3(                                                 
0

D i
i

C
H

γ
= 

كه در رابطه فوق 
0

γنرمال در منطقه مورد  شتاب گراني 
 گرچه ، مبتني بر ارتفاعات ديناميكسامانة.  استتوجه

سطح  نقاط واقع بر يك آن،داراي واحد متر است ولي در 
 در د ونهستراي ارتفاع ديناميك يكسان ل داپتانسي هم

 هاي بررسي براي بعضي از كاربردها نظير نتيجه،
مفهوم خيلي از كاربران براي  .اند هيدرولوژي مناسب

 ارتفاع سامانههمين دليل  هب. تر است هندسي ارتفاع جذاب
ارتفاع ارتومتريك در نقطه .  استشدهارتومتريك تعريف 

i
Pهيسكانن و موريتز،  (شود صورت زير تعريف مي ه ب

1967(: 

)4(                                                 O i
i

i

C
H

g
= 

كه در رابطه فوق 
i
C عدد ژئوپتانسيل نقطه 

i
P و 

i
g 

 متوسط در امتداد خط شاقول گذرنده از گرانيشتاب 
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نقطه 
i
P يكي از مشكلات اصلي در تعيين ارتفاع . است

تداد خط متوسط در ام گراني تعيين شتاب ،ارتومتريك
 .استشاقول گذرنده از نقطه 

 ارتفاعي ديگري مورد سامانة ،در برخي از كشورها
 ارتفاعي نرمال ناميده سامانةد كه گير استفاده قرار مي

 .شود  زير تعريف ميرابطه با ارتفاعي نرمال سامانة. شود مي
 :)1967هيسكانن و موريتز، (

)5(                                                 N i
i

i

C
H

γ
= 

 آنكه در 
i
C عدد ژئوپتانسيل نقطه 

i
P و 

i
γ شتاب 

در امتداد خط شاقول گذرنده از نقطه نرمال  متوسط گراني
i
P است. 

 از اين  تعيين هركدامشود، كه ملاحظه مي طوري همان
  مستلزم،هاي ارتفاعي ديناميك، ارتومتريك و نرمال سامانه
هاي  روش. استد ژئوپتانسيل در آن نقاط  اعداداشتن

 :ند ازا مرسوم براي تعيين اين اعداد ژئوپتانسيل عبارت
 ايجاد يك خط راه تعيين اعداد ژئوپتانسيل از -الف

 روي اين گرانيترازيابي از درياهاي آزاد و مشاهدات 
البته اين روش داراي مشكلاتي است كه . خط ترازيابي

 :ند ازا عبارت
 قادر به تعيين اعداد ژئوپتانسيل در فقطروش اين با  -

  وجود داشتهامكان ترازيابي دقيق  در آنهانقاطي هستيم كه
 .باشد

تعيين اعداد ژئوپتانسيل نيازمند تعيين دقيق صفر ارتفاعي  -
  تعيين موقعيت صفر ارتفاعي داراي مشكلاتياما. است
 .است
 ،ل ژئوپتانسي اعداددست آوردن ه روش ديگر براي ب-ب

 با در اختيار داشتن ژئوئيد در .استتعيين ژئوئيد در منطقه 
هاي تعيين موقعيت  سامانهمنطقه و امكان دسترسي به 

 قادر هستيم كه )Global Positioning Systems (جهاني
 رابطه باسپس   وكنيمارتفاع ارتومتريك را در منطقه تعيين 

 تبديل عدد ژئوپتانسيلبه  اين ارتفاع ارتومتريك را )4(

 در اين روش نيز مشكلاتي وجود دارد كه از آن .كرد
 :كردتوان به موارد زير اشاره  جمله مي

ز يكي از مسائل مطرح در ژئودزي تعيين ژئوئيد هنو -
از جمله .  و تعيين آن با مشكلاتي همراه استاست

مشكلاتي كه در راه تعيين ژئوئيد وجود دارد اين است كه 
هاي  جرممت پايين مشاهدات بايستي س همنظور انتقال ب هب

سمت پايين  ه تا امكان انتقال بكردخارج ژئوئيد را حذف 
 از  شناخت دقيقنبودبا توجه به . شودمشاهدات فراهم 

صورت كامل حذف  هها ب  پوسته حداقل اين جرمچگالي
 شرايط لازم براي انتقال ي نظرلحاظ شود و لذا به نمي

از طرف ديگر حتي .  نيستسمت پايين مشاهدات برقرار هب
 ،سمت پايين هبا وجود برقراري اين شرايط انتقال ب

مشتقات آن  ن ووپواس -ل آبل انتگرابامشاهدات كه 
 بوده و حل آن همواره طرحگيرد يك مسئله بد  ميصورت

  را به همراه خواهد داشتطرحمشكلات مسائل بد
 و صفري و 2004؛ اردلان و گرافارند، 1996مارتينك، (
 . )2005مكاران، ه
به عدد حاصل از اين روش ارتفاع ارتومتريك تبديل  -
 متوسط در امتداد گراني نيازمند تعيين شتاب ،ئوپتانسيلژ

نظر در روي سطح زمين و خط شاقولي بين نقطه مورد 
 يكي از  متوسطگراني كه تعيين اين شتاب استژئوئيد 
 .دتن با آن مواجه هسها  ژئودزيناست كه هنوز يمشكلات
هاي   سامانه ساير  متوسط بهگرانياي تعيين شتاب لذا خط

 .شود ارتفاعي نيز منتقل مي

اي باعث  هاي تعيين موقعيت ماهواره سامانهايجاد 
 كه به شدي از مسائل مقدار مرزي ژئودتيك تعريف نوع

 مسائل مقدار مرزي ژئودتيك با مرز ثابت معروف هستند
؛ بياهامر و 1980ن، ؛ فريدن و كرست1972كوخ و پوپ، (

؛ اردلان 1995؛ سانسو، 1993؛ درمانيس، 1983سونسون، 
در اين . )2005صفري و همكاران،  و 2004و گرافارند، 

ا مرز مسائل بر خلاف مسائل مقدار مرزي ژئودتيك ب
 و لذا تنها شده معلوم فرض  سطح خارجي زمين،آزاد
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ين  زمگراني، پتانسيل مجهول در اين مسائل مقدار مرزي
گونه  حل ايندر اين مقاله يك روش جديد براي  .است

معرفي هاي هارمونيك  مسائل با استفاده از اسپيلاين
 مرز در منزلة بهطح بيروني زمين سدر اين روش . شود مي

روي سطح  اعداد ژئوپتانسيل سپس. شود نظر گرفته مي
 كه  اين است مزيت اين روش.شود زمين محاسبه مي
 زمين روي سطح زمين تعيين گراني مستقيماً پتانسيل

هاي  سامانها محاسبه عدد ژئوپتانسيل و  و لذشود مي
 .گيرد  ميصورتسادگي  هارتفاعي ب

قدمات رياضي براي  بعضي م اين مقالهدر بخش دوم
در بخش . شود معرفي ميهاي هارمونيك  معرفي اسپيلاين

و جواب بهينه كرنل بازآفرين سوم ساختار فضاي هيلبرت 
اربرد در بخش چهارم ك. شود  مطرح مييابي ندرو

 با مرزي هاي هارمونيك براي حل مسئله مقدار اسپيلاين
 ناحيه مركزي هاي ارتفاعي در سامانه محاسبه و مرز ثابت

 . استشده مايشطور موفقيت آميزي آز هايران ب
 
 مقدمات رياضي    2
 ي معرفير اين بخش بعضي مقدمات رياضي براد

 .شود معرفي ميهارمونيك هاي  اسپيلاين
 
 سطوح منظم    2-1

∑3سطح  ⊂ 0هولدر،  –μيا منظم ( را منظم \ 1μ≤ ≤( 
فريدن و ميشل، (هاي زير باشد   داراي ويژگياگرنامند  مي

2004:( 
 عدي را به منطقه ب ليدسي سه فضاي اق∑سطح  -

 ext∑و منطقه غير كراندار ) فضاي داخلي (∑intكراندار 
با تعريف شده ) فضاي خارجي(

3
int int int\ ,  ∑ = ∑ ∑ = ∑  .كند مي تقسيم \∑∪

 .است شامل مبداء ∑intفضاي  -

 فشرده بوده و فاقد نقاط دوگانه بسته و ∑ سطح -
)Double Points( است. 

يا (پذير  يك ميدان برداري مشتق داراي ∑سطح  -
تر  صورت دقيق هيا ب (νنرمال يكه ) هولدر –μپذير  مشتق
ν∑ (سمت داخل فضاي  هكه داراي جهت ب∑ext است. 

 ، در علوم زمين∑از جمله اين سطوح منظم 
توان به بيضوي، اسفروئيد، ژئوئيد و سطح منظم زمين   مي

 .كرداشاره 
 وجود α،βهاي  با معلوم بودن سطح منظم، ثابت

 :كه طوري هدارد ب

)6(         inf supinf supα σ σ β
∈∑ ∈∑

< = ≤ = <
x x

x x 

 و extAهمين ترتيب  هب (intB و intAنمادهاي از 
extB( ن فضاي داخلي ردمشخص كراي ب)همين ترتيب  هب

هاي   حول مبداء با شعاعB و كره Aكره ) خارجي
inf نمادهاي استفاده شده و β و αترتيب  هب

int∑ و sup
int∑ 

كننده فضاي   مشخص نيز)sup∑ext و inf∑extهمين ترتيب  هب(
 ∑sup و كره ∑infكره ) همين ترتيب خارجي هب(داخلي 

 .است supσ و infσترتيب  ههاي ب حول مبداء با شعاع
 

 هاي خارجي كهارموني     2-2
فرض كنيد كه 

{ }, , 0,1, ,  1, , 2 1= = +… …n jY n j n متعامد سامانة يك 
2يكه −L باشد ) سطحي(هاي كروي  از هارمونيك

 :)1998فريدن و اشنايدر،  (كه طوري هب

( ) ( )2, , , ,( )

2

, ω

α δ δ

=

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫n k p q n k p qL A A

np kq

x x
Y Y Y Y d x

x x 

)7( 

. كننده عنصر سطح است  مشخصωd آنكه در 
هاي خارجي   هارمونيكسامانةصورت  دراين

( ){ }1, ; ,  0, 0,1, ,  1, , 2 1α α− − ⋅ > = = +… …n jH n j n 
 : رابطه زيرباتعريف شده 
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  ( )
1

1, ,
1; ,  α

α
α

+

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= ∈⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

n

n j n j ext
xH x Y x A

x x
 

)8( 

 :كند در شرايط زير صدق مي
)توابع  - )1, ;α− − ⋅n jH متعلق به دسته توابع ( ) ( )∞

extC A 
= كه در آن .است ∪∂ext ext extA A Aنماد .  است∂ extA 
 . استextAدهنده مرز  نشان

)توابع  - )1, ;α− − ⋅n jH در معادله لاپلاس 
( )1, ; 0α− −Δ =x n jH xي به ازا ∈ extx Aكند  صدق مي. 

( )1, ,
1;α
α− − ⋅ =n j n jA

H Y 

( ) ( ) ( )1, 1, , ,; ;α α ω δ δ− − − − =∫ n j n l n k j l
A

H x H x d x 

 تمام يهاي خارجي به ازا ضيه جمع براي هارمونيكق
( ), ∈ ×ext extx y A Aشود صورت زير تعريف مي ه ب: 

)9(                
( ) ( )

2 1

1, 1,
1

12

2

; ;

2 1  
4

α α

α
πα

+

− − − −
=

+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⋅⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
n

n j n j
j

n

n

H x H y

n x yP
x y x y

 

هاي لژاندر  اي كننده چندجمله ه در رابطه فوق مشخصك
nP از درجه nاست . 
 

 مسائل مقدار مرزي     2-3
) توابع همةفضاي  ) ( )2∈ ∑extU C كه در فضاي 

 و در نندك  در معادله لاپلاس صدق ميext∑خارجي 
 كه عبارت ديگر هنگامي هب(نهايت منظم هستند  بي

( ) ( ) ( ) ( )1 20 ,  ,  x− −= ∇ = → ∞xU x x U x O x ( با
( )∑extPot0,1 به ازاي. شود  نشان داده مي,= …k 
 :):1998فريدن و اشنايدر،  (كنيم ميتعريف 

)10(               ( ) ( )( ) ( ) ( )∑ = ∑ ∩ ∑k k
ext ext extPot pot C 

 فريدن (شود صورت زير تعريف مي هل مقدار مرزي بسائم
 :)2004 و ميشل،

 :)Exterior Dirichlet problem (له خارجيكمسئله ديري
)تابع  )∈ ∑F C تابع است معلوم ( ) ( )0∈ ∑extU Pot را 
 :كه نحوي هبيابيد ب

)11(  ( ) ( )( ) ( )
0

0

lim ,  .
τ
τ

τν+
∑

→
>

= + = ∈∑U x U x x F x x 

 :)Exterior Neumann problem ( خارجيمسئله نيومن

)تابع  )∈ ∑G C تابع است، معلوم ( ) ( )1∈ ∑extU Pot را 
 :كه نحوي هبيابيد ب

)12(        
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0
0

lim

,  .

τ
τ

ν τν
ν

+

→∑ >

∂
= ⋅ ∇ +

∂

= ∈ ∑

U
x x U x x

G x x

 

 Exterior Oblique (مسئله مشتق مايل خارجي

Derivative problem( : تابع( ) ( )0,μ∈ ∑H C است معلوم 
)تابع  ) ( )1,μ∈ ∑extU Potكه نحوي ه را بيابيد ب: 

)13(        
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0
0

lim

,  .

τ
τ

λ τλ
ν

+

→∑ >

∂
= ⋅ ∇ +

∂

= ∈ ∑

U
x x U x x

H x x

 

λتر  صورت دقيق هيا ب (λكه در آن 
Σ

يك ميدان ) 
)-)يكه(برداري  )1,μCروي  Σ  كه در رابطه زير است
 :كند صدق مي

)14(                                   ( ) ( )( )inf . 0λ ν
∈∑

>
x

x x 

 منطبق Σ بر روي ν بر ميدان نرمال λچنانچه ميدان 
رزي مسئله نيومن  تبديل به شرط م)13(معادله د، باش

 . شود ميخارجي كلاسيك 
 

 مسئله مقدار مرزي گسسته    2-4
مسئله مقدار .  يك سطح منظم باشد∑فرض كنيد كه 
فرض كنيد  :شودصورت زير بيان  هتواند ب مرزي گسسته مي

)هاي  كه داده )( ), ,  1, ,= …i ix F x i N از تابع 
( )∈ ∑F C  متناظر به يك مجموعه

N
X از نقاط 

1
, ,

N
x x…2004فريدن و ميشل، (  معلوم باشد(. 
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جواب از  NUتقريب  :له خارجي گسستهكمسئله ديري
( ) ( )0 +,  U ,∈ ∑ =extU Pot F نحوي بيابيد كه  هب راNU 

 حول مبداء α به شعاع Aدر فضاي بيروني كره 
 تابع ∑ و روي سطح باشدهارمونيك 

∑
=N NF U ًدقيقا 

عبارت  ه بكندحاصل ده شده همان مقادير را در نقاط دا
)ديگر  ) ( ),  1, ,= = …N i iU x U x i N و خطاي باشد 

 .باشد كوچك ∑ روي F و NFمطلق بين 
 از جواب NU يك تقريب :مسئله نيومن خارجي گسسته

( ) ( )1, ,  ,  0 1,μ μ
λ∑

∂
∈ ∑ = < ≤

∂ext
U

U Pot F را كه در 

λ:3آن  ∑ → ∑λ:3تر  يا دقيق (\ ∑ →  و داراي باشد) \
)اين ويژگي است كه  ) ( )( )inf 0λ ν

∈∑
⋅ >

x
x xنحوي  ه را ب

 حول α به شعاع A در فضاي بيروني كره NUبيابيد كه 
 تابع ∑ و روي سطح باشدمبداء هارمونيك 

λ

+

∑

∂
=

∂
N

N
U

F دقيقاً همان مقادير را در نقاط داده شده 

عبارت ديگر  ه بكند،حاصل 
( ) ( ),  1, ,= = …N i iU x U x i N و خطاي مطلق باشد 

 . كوچك باشد∑ روي F و NFبين 
 
     ساختار فضاي هيلبرت كرنل بازآفرين3

∑3فرض كنيد كه  ⊂ ) يك سطح منظم و دنباله \ )An 
)-يك دنباله )( )infα α

nفريدن و ميشل، (پذير باشد  مع ج
A كه كنيدفرض ). 2004 0≠n0 تمام ي به ازا≥nو  

)15(                                      ( ) 2

0

2 1 A
∞

−

=

+∑ n
n

n 

 :فضاي زير را در نظر بگيريد

)16(   ( )( )
inf

inf infA ; A ; A
σ

α
∑ = ∑

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
H H

n

n ext n ext ext 

 نمايش H به اختصار با )16(رابطه با عريف شده فضاي ت
هاي با   فضاي هيلبرت پتانسيلHفضاي . شود داده مي

 :استنمايش زير 

)17(       
( ) ( )

( )

2 A

2 1
1

0 1

inf 2
1,

A ,

                          , Aα

∞ + ∧−

= =

− −

= ×

× ∑ ∈

∑∑ L

n

n
n k

n k ext

V F n k

H F L

 

 :كه طوري هب

)18(                                         ( )2 AV =H LF 
 

 و مجهز )16(رابطه با  تعريف شده Hفضاي  :1-3قضيه 
)به ضرب داخلي  ),⋅ ⋅ Hپذير   يك فضاي هيلبرت جدايي

  زير است)Reproducing Kernel (بازآفرينداراي كرنل 
 :)1999فريدن، (

  

( )

( ) ( )

( ) ( )
inf inf

2 1
2

1, 1,
0 1

2 1 2
2

1, 1,inf
0 1

,

A

A ,

α α

σ σα

σ

∞ +
−

− − − −

= =

∞ +
−

− − − −

= =

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑∑

∑∑

H

n

n n k n k
n k

n n

n n k n k
n k

K x y

H x H y

H x H y

 

)19( 

)كه در آن  ) inf, ∈ ∑extx y توابع دستگاه. است 
inf1

1,inf
A σα

σ
−

− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ ⎪⎟⎜⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

n

n n kH يك پايه براي فضاي هيلبرت 

H است. 
 :نامساوي زير

( )

1
1 2

2
2

2 2inf
0

2 1
( ) A

4

α

πα σ

+
∞

−

=

+
≤

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ H

n

n
n

n
V x V 

)20(   
∋inf هر يبه ازا ∑extxتمام ي و به ازا ∈HV  

 بنابراين شرط لازم و كافي براي. برقرار است
  باشد بازآفرين داراي يك كرنل H اينكه 

 و بنابراين رابطه زير برقرار )1950ارونسجين،  (برقرار است
 :است

)21(              ( ) ( )( ) inf
ext, , ,      = ⋅ ∈ ∑H H

V x K x V x 

 :آيد دست مي ه زير ب لم)20(از رابطه 
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∋inf هر يبه ازا :1-3لم  ∑extx تابعك خطي xD تعريف 
 : رابطه زيرباشده 

)22(                  ( ): ,    = ∈6 Hx xD V D V V x V 

. )1998، اشنايدرفريدن و  ( كراندار استHروي 
) ديگر عبارت هب )= ≤ HxD V V x C V كه در آن C 

 :شود ميبرآورد از رابطه زير 

)23(                  
( )

1
1 2

2
2

2 2inf
0

2 1
A .

4

α

πα σ

+
∞

−

=

+
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∑

n

n
n

n 

∋inf يبه ازا ∑extx تابع زير  

)24(                    ( ) inf, ,          ∈∑6 exty K y x yH 

  HV∋ تمام ي و به ازااست Hز فضاي يك عنصر ا

)25(                     ( ) ( )( )= , , .= ⋅xD V V x V K xH H
 

 .دست آورد هتوان ب  نتيجه زير را مي1با كمك لم 
 

 Σاي از ســطح مــنظم   نقطــهxفــرض كنيــد كــه  :2-3لــم 
 :صورت تابع زير در اين. باشد

)26(          ( ) ( ) inf, ,          λ∑ ⋅ ∈∑6 exty y K y x yH 

 :نمايش تابعك خطي زير است

)27(            ( ): ,    ,
λ∑

∂
= ∈

∂
6x x

VN V N V x V H 

ــ ــه ازا  هب ــر ب ــارت ديگ ــادير  يعب ــام مق ــه HV∋ تم  رابط
( )( ), ,λ∑= ⋅ ⋅H HxN V V K xبرقرار است . 

 :كنيم  لم زير را بيان مي،منظور استفاده بعدي هب
 

 Σاي از ســطح مــنظم   نقطــهxفــرض كنيــد كــه  :3-3لــم 
 :صورت تابع زير در اين. باشد

)28(         ( ) ( ) ( ),λ λ∑ ∑⋅∇ ⊗∇6 y yy y K y x yH 

∋  infكه در آن  ∑extyنمايش تابعك خطي زير است : 

)29 (     ( ) ( ) ( )
2

2 2
2: ,     

λ∑

∂
= ∈

∂
6x xN V N V V x V H 

ــ ــه ازا  هب ــر ب ــارت ديگ ــع  يعب ــام تواب ــهHV∋ تم   رابط
( ) ( ) ( )( )2 , ,λ λ∑ ∑= ⋅ ∇⊗∇ ⋅H HxN V V K xبرقرار است  . 

 
 )يابي مسئله درون(يابي اسپيلاين هارمونيك   درون 3-1

 كـرد صـورت زيـر تعريـف        هن ب ـ تـوا   مي  را يابي مسئله درون 
 :)2004فريدن و ميشل، (

:فرض كنيد از جواب      ∑ → \extU      مسئله مقـدار مـرزي
=LU F   اطلاعات ( )( ), ,  1, ,∈ ∑× =\ …i ix F x i N 

 :نحوي بيابيد كه ه را بNUتابع . معلوم باشد

)30  (                                  inf
∈

=
F
N

N
V

U V HH I
 

 :كه در آن

)31(     ( ){ }, 1, ,= ∈ = = …
i

F
N x iV L V F x i NI H 

كرنــل يــابي در چــارچوب فضــاهاي هيلبــرت  مســئله درون
 مراحـل   .كـرد  اسـتاندارد حـل      از راه توان    مي H بازآفرين

كـه  (ارمونيك  ي ه ها ابتدا اسپيلاين . شود لازم يادآوري مي  
 شـوند  معرفـي مـي   ) نـام دارنـد   هاي لاپلاس     گاهي اسپيلاين 

 .)c1987 و a1987 ،b1987فريدن، (

} فرض كنيـد كـه    : 1-3تعريف   }1, ,= ⊂∑…N NX x x 
 : به فرم زيرHNU∋هر تابع . باشد

)32 (        ( ) ( ) inf
ext

1

, ,   
=

= ∈∑∑ i

N

N x i i
i

U x L K x x a xH 

ــرايب  ــه در آن ضـ ,1 كـ , ∈… \Na a ــواه ــت دلخـ   و اسـ
ــع  )توابـــــ ) ( )

1 1 , , , ,⋅ ⋅…H HNx x NL K x L K x ــتقل   مســـــ
 نسـبت بـه     Hخطي هستند يـك اسـپيلاين هارمونيـك در          

ــتگاه ــكNX∑⊃ دس ــاي   و تابع ه
1
, ,…

Nx xL L ــده  نامي
 .شود مي

 :استراحتي قابل اثبات  هنتايج زير ب
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Fيك اسپيلاين هارمونيـك      :4-3لم  
NU   در H    بـه   نسـبت

NX    عبارت  ه ب .كند  مييابي   ها را درون    وجود دارد كه داده
)ديگر  ),   1, ,

i

F
x N iL U F x i N= =  .است …

 
 

ــم  ــه ازا :5-3ل ــ يب ــاب  درونةهم Fهــاي  ي
NV ∈ I همــة و 

 : رابطه زير برقرار استNUهاي  اسپيلاين

)33(      2 22− = − + −F F
N N N NU V U V U UH H H

 
 
 

Fچنانچه   :6-3لم  
NV ∈ I   صـورت رابطـه زيـر        باشد در اين

 :برقرار است
)34(                      2 22 = + −F F

N NV U U VH H H
 

 
 

Fفرض كنيـد كـه از تـابع          :2-3قضيه   ∈ ∑H    نقـاط داده 
( )( ), , 1, ,i ix F x i N∈ ∑× =\ در .  معلـــــوم باشـــــد…

 :صورت عبارات زير برقرار هستند اين
فـــرض كنيـــد كـــه : لـــه خـــارجي گسســـتهكمســـئله ديري

+,  U UextU F∈ ∑ = ∑ =Hصــورت  در ايــن.  باشــد
 يابي زير مسئله درون

inf
∈

=
F
N

N
V

U V HH I
 

 :كه در آن

( ) ( ){ }, 1, ,= ∈ = = …F
N i iV V x F x i NI H 

اب عبارت ديگر اين مسئله داراي جـو       هب. است طرحخوش  
ــا  ــتيكتـ ــته  اسـ ــابع پيوسـ ــواب تـ ــاي  از دادهاي   و جـ هـ

( ) ( )1 , , NF x F x… رابطـه زيـر     بـا اين جواب يكتـا     . است 
 :شود ميبيان 

( ) ( )
1

, ,           
=

= ∈∑∑
N

F
N H i i ext

n

U x K x x a x 

 :كنند كه در آن ضرايب در رابطه زير صدق مي

( ) ( )
1

, ,           =1, ,
=

=∑ …
N

H i j i j
n

K x x a F x j N 

فرض كنيد كه : مسئله نيومن خارجي گسسته

,  ext
U

U F
λ

+

∑

∂
∈ ∑ =

∂
Hصورت مسئله  در اين.  باشد

 يابي زير درون
inf
∈

=
F
N

N
V

U V HH I
 

 :كه در آن

( ) ( ), 1, ,
λ∑

⎧ ⎫⎪ ⎪∂⎪ ⎪= ∈ = =⎨ ⎬⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎩ ⎭
…F

N i i
VV x F x i NI H 

)35( 
 استعبارت ديگر داراي جواب يكتا  ه ب.طرح استخوش 

)هاي  اي از داده  تابع پيوسته،و جواب ) ( )1 , , NF x F x… 
 :را داردصريح زير  صورتجواب . است

( )
( )

( )
1

, ,    
λ∑=

∂
= ∈∑

∂∑
N

F
N H i i ext

in

U x K x x a x
x

 

)36( 
,1كه در آن ضرايب  , Na a…ت خطي زير  در معادلا

 :كنند صدق مي

)37(          ( ) ( )
( )

( )
1

,

                      ,          =1, ,

λ λ∑ ∑=

∂ ∂
∂ ∂

=

∑
…

N

H j i i
i jn

j

K x x a
x x

F x j N

 

 

 )Smoothing Splines (هاي هموارسازي اسپيلاين  3-2
در اين حالت . ا آلوده هستندعملاً مشاهدات با خط

فريدن،  (شوديابي بايستي با هموارسازي جايگزين  درون
ر طو هب). 1990وهبا،  و 1980موريتز، ؛ 1999  و1981
)هاي  تر چنانچه كميت دقيق ) ( )1 , , NF x F x… با خطا 

 :يابي  براي تابع دروندر نتيجههمراه باشند 

)38(                         ( ),   1, ,≈ = …
ix iL V F x i N 

 :منظور از هموارسازي اين است كه كميت زير

)39(      ( ) ( ) ( )
1 1

μ

λ
= =

= − −

+

∑∑ i l

N N

i il l
i l

V L V F B L V F

V H
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Vكه در آن  ∈H در رابطه فوق . شود كمينهλ يك 
ilb و استثابت مثبت  B= يك ماتريس معين مثبت 

 .است
 :شوند  خطي زير تعيين ميدستگاهضرايب از 

)40(         ( ) 1,       ( , , )λ+ = = …H NK I a F F F F 

 معين مثبت و لذا B و HKبايستي توجه داشت كه 
1ماتريس 

HK Bλ  دستگاه. است  معين مثبت+−
 .استمعادلات بالا داراي جواب يكتا 

 

 ها ي از انواع كرنليها مثال   3-3
}پذير خاص  هاي جمع  بعضي دنبالهيبه ازا }

0
n nA ∈` 

تفاده از قضيه جمع  را با اسبازآفرينان نمايش كرنل تو مي
صورت توابع مقدماتي  ههاي كروي ب براي هارمونيك

اين مورد مطرح هايي از   در اين بخش مثال.دست آورد هب
 .)2004فريدن و ميشل،  (شود مي
, 1ن با وپواس -كرنل از نوع آبل -الف 0,1,nA n= = …: 

( )
( )( )

2 2 4

3
2 2 2 4 2

1,
4

2

α
π

α α

−
=

− ⋅ +

x y
K x y

x y x y
H 

)41( 
)كرنل از نوع تكينه با -ب )2 1 2 ,  0,1,nA n n= + = …: 

( )
( )( )

1
2 2 2 4 2

1 1,
2

2
π

α α

=

− ⋅ +

K x y

x y x y
H 

)42( 

كرنل از نوع لگاريتمي با  -ج
( )( )2 1 1 ,  0,1,nA n n n= + + = …: 

( ) (

( )( )

2

2

1
2 2 2 4 22

1, ln 1
4

2   

2

πα

α

α α α

= +

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟− ⋅ + + − ⎟⎠

HK x y

x y x y x y

 

)43( 

 متفاوتاي ارتفاعي ه سامانهتعيين :  مورديبررسي    4
 در منطقه مركزي ايران

هاي هارمونيك براي تعيين  كاربرد اسپيلايندر اين بخش 
هاي ارتفاعي  سامانه تعيين در نتيجهاعداد ژئوپتانسيل و 
 .شود متفاوت معرفي مي

تيك با براي اين منظور ابتدا مسئله مقدار مرزي ژئود
با  مسئله مقدار مرزي در. شود مرز ثابت در نظر گرفته مي

ت ژئودتيك  كه مختصاشود ميفرض مرز ثابت 
هاي تعيين  سامانهاي مشاهداتي با استفاده از ه ايستگاه

 ∑بنابراين سطح زمين .  معلوم است،اي موقعيت ماهواره
تعريف . شود  يك سطح ثابت در نظر گرفته ميدرحكم

  داده1 با مرز ثابت در جدول مسئله مقدار مرزي غيرخطي
؛ اردلان و گرافارند، 1980، فريدن و كرستن(شده است 

 ).2005صفري و همكاران،  و 2004
كننده سطح فيزيكي   بيان∑ كميت 1در جدول 

كننده فضاي  مشخص) ∑extهمين ترتيب  به (∑intزمين، 
زمين و ) همين ترتيب فضاي خارجي به(داخلي 

int int∑ = ∑ ∪∑ ،γ نرم اندازه شتاب گراني 
)گيري شده،  اندازه )w x پتانسيل زمين و ω سرعت 

 .دوران زمين است
را خطي  براي حل اين مسئله مقدار مرزي بايد ابتدا آن

سانسو و سونا، (ر از ايده مطرح شده براي اين منظو. كرد
بر استفاده از  براساس اين ايده كه مبتني. استفاده شد) 1993
هاي رقومي زمين است، در هر  هاي ژئوپتانسيلي و مدل مدل

نقطه واقع بر سطح زمين، پتانسيل گراني زمين و يا 
) 1: (توان به سه قسمت تقسيم كرد را مي هاي آن تابعك

ز مدل ژئوپتانسيل جهاني تا درجه و سهم جاذبه ناشي ا
=كه در اين مقاله  (Lمرتبه  360Lانتخاب شده است  (

هاي در فاصله نزديك نقطه  اثر جرم) 2. (و اثر گريزازمركز
هاي رقومي زمين كه با  مورد محاسبه با استفاده از مدل

=انتخاب  360L كيلومتر خواهد 55، اين فاصله برابر 
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 ناشي از Lاثرات ناشي از درجه و مرتبه زياد ) 3. (بود
شود محاسبه  كه ملاحظه مي طور همان. هاي دروني جرم

هاي   مدلزاثرات اول و دوم به سادگي با استفاده ا
پذير است؛ در  هاي رقومي زمين امكان ژئوپتانسيل و مدل

كه اثر سوم با استفاده از حل مسئله مقدار مرزي  حالي
 .آيد دست مي هب

كردن مسئله مقدار مرزي  براساس ايده بالا، براي خطي
، اثر ميدان جاذبه حاصل از بسط 1آورده شده در جدول 

 ، اثر ميدان 360هاي بيضوي تا درجه و مرتبه  هارمونيك
ي در فاصله نزديك تا ها جاذبه گريزازمركز و اثر جرم

 كيلومتر اطراف نقطه مورد محاسبه را درحكم 55شعاع 
ي جزئيات براي بررس. گيريم ميدان مرجع در نظر مي

 و )2004(اردلان و گرافارند كردن اين مسئله به  خطي
 2 در جدول.  مراجعه كنيد)2005(صفري و همكاران 

 ،2 كه در جدول .شده آمده است مسئله مقدار مرزي خطي
δΓ شتاب گراني تفاضلي و Wδ پتانسيل گراني تفاضلي 

 با ∑λ امتداد بردار شتاب گراني مرجع 2 در جدول. است
 :شود رابطه زير تعريف مي

)44(                                            λ∑
∇

=
∇

R

R

W
W

 
 

 .مسئله مقدار مرزي غيرخطي با مرز ثابت .1جدول

= ∀ ∈∑

= − + ∀ ∈∑

2

2
int

1. div grad ( ) 2                               x
(outside the Earth's masses)             
2. div grad ( ) 4 2            x  
(internal space plus boundary of the planet  the Earth)

3.

extw x

w x G

ω

π σ ω

{ }

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

= ∀ ∈∑

= + + →∞
2

2
3 22

2 2

 E grad            x

(boundary value data of type modulus of gravity)
1 GM 19. ( )  x- x e e   ( )                           
2 x

(regularity condition at infinity)

w

w

w x x
xω ω

γ

ω O

 
 .مسئله مقدار مرزي خطي با مرز ثابت. 2جدول

1 2

2

 grad 0                     x

                            x

1                      for x
x

ext

l

div W
W

W

δ
δδ
λ

δ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪ ∑⎪⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ + ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎩

= ∀ ∈∑
∂Γ= ∀ ∈∑
∂

= →∞O
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 مرجع گرانيكننده ميدان   مشخصRWدر رابطه فوق 
كه اشاره شد،  طور يدان هماناين م. استين در سطح زم

 ، ميدان 360هاي تا درجه و مرتبه  شامل بسط هارمونيك
 55شعاع هاي در  زازمركز بيضوي و اثر جاذبه جرمگري

 عموماً ∑λامتداد . استاطراف نقطه مورد محاسبه  كيلومتر
بنابراين . ، نيستستا ∑عمود بر سطح زمين كه مرز 

 .مسئله مقدار مرزي يك مسئله مايل است
 بررسيده يك  شمعرفيمنظور آزمايش روش  هب

 گرانيهاي واقعي اندازه بردار شتاب  موردي براساس داده
 سازمان ةشد گيري ي اندازهها  و دادهBGIبانك داده 

48.10برداري در محدوده  نقشه 58.83λ≤ و شرقي  ≥
28.90 36.22φ≤  1 شكل. گرفتصورت شمالي  ≥

 تعييرات شتاب 2 شكل. استها  دهنده توزيع اين داده نشان
. دهد شده در منطقه آزمايش را نشان مي گيري  اندازهگراني
. است تفاضلي گرانييرات شتاب دهنده تغي  نشان3 لشك

يدان جاذبه حاصل  تفاضلي بعد از حذف اثر مگرانيشتاب 
ثر  ، ا360هاي بيضوي تا درجه و مرتبه  ط هارمونيكاز بس

هاي در فاصله نزديك از  ميدان گريزازمركز و اثر جرم
 و صفري (شود  مشاهده شده حاصل ميگرانيروي شتاب 

 گراني از اين شتاب ،در مرحله بعد). 2005، همكاران
 با مرز ثابت  خطيدار مرزيتفاضلي براي حل مسئله مق

-ياب آبل اي اين كار از يك درونبر. شود مياستفاده 

)ن وپواس )1=nA با 
inf

0.985
α

σ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 شكل . استفاده شد

 را GCV روش  تغييرات پارامتر هموارسازي براساس4
براساس اين ). 1990 و وهبا، 1998هانسن، (دهد  نشان مي

215.5725روش پارامتر هموارسازي بهينه برابر  10−× 
گراني دهنده تغييرات پتانسيل  شان ن5  شكل.شدحاصل 

دست  همنظور ب هب. استاسبه شده روي سطح زمين حم
ان  اثر ميد، واقعي روي سطح زمينگرانيآوردن پتانسيل 

هاي بيضوي تا درجه و  پتانسيل حاصل از بسط هارمونيك
لموين و همكاران،  (EGM96حاصل از مدل  360مرتبه 

هاي در فاصله  ثر ميدان گريزازمركز و اثر جرم، ا)1996
 نقطه مورد محاسبه بازگردانده نزديك روي پتانسيل روي

هاي نزديك  يرات اثر جرمدهنده تغي  نشان6 شكل. شود مي
اثر ميدان . روي پتانسيل ثقل در روي سطح زمين است

هاي بيضوي تا درجه و  پتانسيل حاصل از بسط هارمونيك
 نشان داده 7  اثر ميدان گريز از مركز در شكل ،360مرتبه 

دهنده تغييرات پتانسيل ثقل واقعي   نشان8 شكل. شده است
منظور محاسبه اعداد ژئوپتانسيل  ه ب.روي سطح زمين است

در منطقه آزمايش با توجه به رابطه 
0i i

C W W=  در هر −
سيل پتان. شدنقطه محاسبه آن نقطه عدد ژئوپتانسيل 

0
W 

هاي  ه سنجي حاصل از ماهوار هاي ارتفاع براساس داده
و محاسبه شده  )Topex/Poseidon (پوزايدون-توپكس

). 2004روتن، ــگ( است m2s-2 62636855.611 برابر
 نسيل روي سطح  تغييرات اعداد ژئوپتا9 شكل

  اعداد ژئوپتانسيل با داشتن. دهد زمين را نشان مي
 هاي ارتفاعي  سامانهتوان  در هر نقطه مي

براي محاسبه ارتفاع ديناميك از . كرد را محاسبه گوناگون
 :رابطه

)45(                                               
0

D i
i

C
H

γ
= 

 آن  كه در.شداستفاده 
0

γ ير كه حاصل از از رابطه ز
ولنهوف و  ( استشده است محاسبه GRS1980بيضوي 
 :)2005موريتز، 

)46(            (
)

2
0

2

9.780327 1 0.005302 sin

0.0000058 sin 2

γ φ

φ

= +

−
 

35φدر رابطه فوق  = D )شكل. در نظر گرفته شد) شمالي 
دهنده تغييرات ارتفاع ديناميك در منطقه آزمايش   نشان10

 آزمايشارتفاع نرمال در منطقه به محاسبراي . است
 توان از رابطه زير مي

)47(                                              N A
i

i

C
H

γ
= 
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 آنكه در . كرداستفاده 
0

γآيد دست مي ه از رابطه زير ب 
 :)1986ونيچك و كراكيوسكي، (

)48(                                  0 0.1543
ii ihγ γ= − 

0i آنكه در 
γ نرمال در نقطه گراني مقدار شتاب 

 ي به ازا)45(موردنظر است كه براي محاسبه آن از رابطه 
φِاستشده نظر محاسبه  نقطه مورد  .ih  ژئودتيك ارتفاع

ييرات ارتفاع دهنده تغ  نشان11شكل . است نظر نقطه موردِ
 . در منطقه آزمايش استنرمال

با در اختيار داشتن اعداد ژئوپتانسيل در هر نقطه براي 
گيري  توان با اندازه ارتفاع ارتومتريك ميدست آوردن  هب

  در هر نقطه و با استفاده از رابطه زيرگرانيشتاب 
 :)1986سكي، ونيچك و كراكيو(

)49(                                                O i
i

i

C
H

g
= 

كه در رابطه فوق . دست آورد هارتفاع ارتومتريك را ب
i
g 

0.0.0424از رابطه 
i i i
g g h= .  استشده زير محاسبه +

تريك براساس اندازه  تغييرات ارتفاع ارتوم12در شكل 
ي ها  و دادهBGI بانك داده گرانيبردار شتاب 

برداري نشان داده شده  گيري شده سازمان نقشه اندازه
 شده ارتفاع ارتومتريك معرفي براي آزمايش روش .است

 15تعداد ارتفاع ارتومتريك در شده با اين روش با  محاسبه
جود  موGPS/Levelingتنها نقاط ( GPS/Levelingنقطه 

گيري   اندازهگرانيدر منطقه آزمايش كه در آنها شتاب 
 آورده 3  در جدول آن كه نتيجهشدمقايسه ) شده است

 . استشده
 

 
.آزمايش در منطقه گرانيتوزيع نقاط داراي شتاب  .1شكل  
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 .آزمايش در منطقه گرانيتغييرات شتاب . 2شكل
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 و 360هاي بيضوي تا درجـه و مرتبـه     حاصل از بسط هارمونيكگراني مرجع بعد از حذف اثر ميدان گرانياي  ه  تفاضلي در ايستگاه   گرانييرات شتاب   تغي. 3شكل

 . كيلومتر اطراف نقطه مورد محاسبه55ميدان گريز از مركز و اثر توپوگرافي بااستفاده از انتگرال نيوتن در شعاع 
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215.5725 وارسازيپارامتر هم منزلة بهنقطه حداقل منحني  و GCVمنحني . 4شكل 10−×. 

 

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

 35.0° N 

 50.0° E  52.5° E  55.0° E  57.5° E 

 30.0° N 

 32.5° N 

m 
2 
/s 

2 

 
 . تفاضلي روي سطح زمين حاصل از اسپيلاين هارمونيكگرانيتغييرات پتانسيل . 5شكل
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 .روي نقاط در روي سطح زمينهاي در فاصله نزديك  اثر جرم .6شكل
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 .ميدان گريز از مركز در سطح زمين و 360هاي بيضوي تا درجه و مرتبه   حاصل از بسط هارمونيكگراني مرجعميدان . 7شكل
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 .آزمايشنقشه تغييرات پتانسيل واقعي در سطح زمين در منطقه . 8شكل

 



 1389، 1، شماره 36مجلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                                  86

 

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

x 10
4

 35.0° N 

 50.0° E  52.5° E  55.0° E  57.5° E 

 30.0° N 

 32.5° N 

m 
2 
/s 

2 

 
 .آزمايشنقشه تغييرات اعداد ژئوپتانسيل در منطقه . 9شكل
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 .يرات ارتفاع ديناميك در منطقه آزمايشنقشه تغي .10شكل
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 .آزمايش مشاهده شده در منطقه گرانينقشه تغييرات ارتفاع ارتومتريك با استفاده از شتاب . 12شكل

 
 .GPS/Levelingاختلاف ارتفاع ارتومتريك محاسبه شده و ارتفاع ارتومتريك در نقاط . 3جدول

( )Std m ( )Min m ( )Mean m ( )Max m  
0.55 0.78− 0.001 0.75 ( ) ( )O GPS LevellingO NewH H−

 
 

 گيري بحث و نتيجه     5
ر به اي منج هاي تعيين موقعيت ماهواره سامانه دسترسي به

تعريف نوع جديدي از مسائل مقدار مرزي موسوم به 
ده از با استفا. استشده مسائل مقدار مرزي با مرز ثابت 

ده از  برمبناي استفا مقدار مرزي،حل اين مسائل
پتانسيل ( تنها مجهول مسئله ،هاي هارمونيك اسپيلاين
 زمين روي گرانيبا تعيين پتانسيل . شد تعيين ) زمينگراني
كه اد ژئوپتانسيل عد ا،و فضاي خارج از آنن  زميسطح

 گوناگونهاي ارتفاعي  سامانهنقش اساسي در تعريف 
 گرانيسادگي و با معلوم بودن پتانسيل  هد نيز بنكن بازي مي
با . محاسبه شداي روي سطح زمين  در هر نقطهژئوئيد 

هاي  سامانهعدد ژئوپتانسيل در هر نقطه معلوم بودن 
هاي اين   از جمله مزيت.شدندحاسبه  مگوناگونارتفاعي 

ا روش اين است كه بدون تعيين ژئوئيد كه محاسبه آن ب
هاي ارتفاعي ديناميك  سامانهمشكلات زيادي همراه است، 
تيب روش جديدي به اين تر. و ارتومتريك محاسبه شدند

 مسائل مقدار  برمبناي حلهاي ارتفاعي سامانهبراي محاسبه 

 .وفقيت مورد آزمايش قرار گرفتمرزي با مرز ثابت با م
 

 منابع
Ardalan, A.A. and Grafarend, E.W., 2004, High-

resolution regional geoid computation without 
applying Stokes’s formula: a case study of the 
Iranian geoid. J. Geodesy 78,138-156. 

Aronszjain, N., 1950, Theory of reproducing 
kernels. Trans. Am. Soc., 68, 337-404. 

Ardalan, A.A. and Safari A., 2004, Terrain 
correction on the multi-cylindrical equal area 
map projection of the surface of the reference 
ellipsoid. J. Geodesy 78,114-123. 

Backus, G.E., Parker, R. and Constable, C., 1996, 
Foundations of Geomagnetism. Cambridge 
University Press. 

Bjerhammer, A., and Svensson L., 1983, On the 
geodetic boundary value problem for a fixed 
boundary surface- A satellite approach. B. 
Geod. 57, 382-393. 

Dermanis, A., 1993, A differential geometric 
approach to the formulation of geodetic 
boundary value conditions. Manuscr. 
Geodaet., 18, 201-218. 

Freeden, W., 1981, On spherical spline 
interpolation and approximation. Math. 
Method. Appl. Sci., 3, 551-575. 

Freeden, W., 1981, On approximation by 



 1389، 1، شماره 36مجلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                                  88

 

harmonics splines. Manuscr. Geodaet., 6, 193-
244. 

Freeden, W., 1987a, A spline interpolation 
method for solving boundary value problems 
of potential theory from discretely given data, 
Numer. Meth. Part. Diff. Equat, 3, 375-398. 

Freeden, W., 1987b, Harmonic splines for solving 
boundary value problems of potential theory, 
in: Algorithms for Approximation (Mason, 
J.C., Cox, M.G., eds), The institute of 
mathematics and its applications, Conferences 
series, Vol. 10, Clarendon Press, Oxford, 507-
529, UK. 

Freeden, W., 1987c, Metaharmonic splines for 
solving the exterior Dirichlet problem of the 
Helmholtz Equation, in: Topics in: 
Multivariate Approximation Theory (Chui, 
C.K., Schumaker, L.L., Utreras, F., eds), 
Academic Press, Boston, USA., 99-110. 

Freeden, W., 1990, Spherical splines 
approximation and its application in physical 
geodesy, in: Topics in: Geophysical Data 
Inversion Methods and applications,         
View Publication, Braunschweig Germany, 
79-104. 

Freeden, W., 1999, Multiscale modeling of 
spaceborne Geodata, B.G. Teubner, Leipzig. 

Freeden, W., Gerevens, T. and Schreiner, M., 
1998, Constructive approximation on the 
sphere (With Applications to 
Geomathematics), Oxford Science 
Publications, Clarendon, Oxford., UK. 

Freeden, W., Kersten, H., 1980, The geodetic 
boundary value problem using the known 
surface of the Earth. RWTH Aachen, Heft 29. 

Freeden, W. and Michel, V., 2004, Multiscale 
potential theory with application to 
geoscience. Birkhauser, Boston., USA. 

Freeden, W. and Scheneider, F., 1998, Wavelet 
approximation on closed surfaces and their 
application to boundary-value problems of 
theory potential, Math. Method. Appl. Sci., 
21, 129-165. 

Groten, E., 1979, Geodesy and the Earth’s 
Gravity Field, Dummler, Bonn., Germany. 

Groten, E., 2004, Fundamental parameters and 
current (2004) best estimates of the parameters 
of common relevance to astronomy, geodesy, 
and geodynamics. J. Geodesy, 77, 724-798. 

Gutting, M., 2002, Multiscale Gravitational Field 
Modeling From Oblique Derivatives. Diploma 
Thesis, University of Kaiserslautern, 
Germany, Geomathematics Group. 

Hansen, P.C., 1998, Regularization tools; A 
MATLAB package for analysis and solution 

of discrete ill-posed problems. Department of 
masthematical modeling building 305, 
technical university of Denmark, Dk-2800 
Lyngby, Denmark. 

Heiskanen, W. and Moritz H., 1967, Physical 
Geodesy,W. H. Freeman, San Francisco, 
California, USA. 

Hesse, K., 2003, Domain Decomposition Methods 
in Multiscale Geopotential Determination 
from SST and SGG, Ph.D. Thesis, University 
of Kaiserslautern, Germany, Geomathematics 
Group, Shaker, Aachen. Germany. 

Jekeli, C., 2000, Heights, the geopotential, and 
vertical datums. Geodetic science 
andsurveying, Department of civil and 
environmental engineering and geodetic 
science, The Ohio state University, Report 
No.459. 

Koch, K.R. and Pope A.J. 1972, Uniqueness and 
existence for the Geodetic Boundary Value 
Problem using the known surface of the Earth. 
B. Geod., 106, 467-475. 

Lemoine, F.G., Smith, D.E., Kunz, L., Smith, R., 
Pavlis, E.C., Pavlis, N.K., Klosko, S.M., 
Chinn, D.S., Torrence, M.H., Williamson 
R.G., Cox, C.M., Rachlin, K.E., Wang, Y.M., 
Kenyon, S.C., Salman, R., Trimmer, R., Rapp, 
R.H. and Nerem, R.S., 1996, The development 
of the NASA GSFC and NIMA joint 
geopotential model. In: J. Segawa, H. 
Fujimoto, and S. Okubo (eds), Gravity, Geoid 
and Marine Geodesy, International 
Association of Geodesy Symposia, Vol. 117, 
Springer Berlin Heidelberg pp 461-469., 
Germany. 

Martinec Z., 1996, Stability investigations of a 
discrete downward continuation problem for 
geoid determination in the Canadian Rocky 
Mountains. J. Geodesy, 70, 805-828. 

Michel, D., 2002, On the combination of 
Harmonic Splines and Fast Multipole Methods 
for CHAMP Data Modeling. Diploma Thesis, 
University of Kaiserslautern, Germany, 
Geomathematics Group. 

Moritz, H. 1980, Advanced physical geodesy. 
Herbert Wichmann Verlag, Karlsruhe, Abacus 
Press, Tunbridge, Wells, Kent., Germany. 

Safari, A., Ardalan, A,A. and Grafarend, E.W., 
2005, A new ellipsoidal gravimetric, satellite 
altimetry and astronomic boundary value 
problem, a case study: the geoid of Iran. J. 
Geodyn. 39, 545-568. 

Sanso, F., 1995, The long road from 
measurements to boundary value problems in 
physical geodesy. Manuscr Geodaet., 20,326-



 89                                                                             ...هاي ارتفاعي براساس معرفي يك روش نوين براي محاسبه سامانه

 

344. 
Sanso, F. and Sona, G., 1993, The challenge of 

computing the geoid in the nineties. Surv 
Geophys., 14, 339-371. 

Sanso, F. and Vanicek, P., 2006, The orthometric 
height and the holonomity problem. J. 
Geodesy 80, 225-232. 

Vanicek, P. and Krakiwsky, E.J., 1986, Geodesy: 
the Conceps. Elsevier Science Publishers B.V. 

Wahba, G., 1990, Spline models for observational 
data. CBMS-NSF regional conference series 
in applied mathematics, 59, SIAM, 
Philadelphia. 

Wellenhof B.H. and Moritz, H., 2005, Physical 
Geodesy. Springer-Verlag Wien. Austria. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 


