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  چكيده
 سـامانه شرط لازم در هـر      . اند بنا نهاده شده  ) Conformal (ر متشابه ي تصو يها سامانهه  ي بر پا  ياسمق  بزرگ ي توپوگراف يها شتر نقشه يب

ر متـشابه را بـه صـورت نوسـان          ي تـصو  سـامانه ك  ي ـ واپـيچش  )Chebyshev (چبيشوف. ت كوچك در آن است    ينها ي، تشابه ب  ريتصو
 ير متـشابه رو  ي تـصو  سـامانه ) واپـيچش  كمينه(ن  ي بهتر چبيشوف اريمعطبق  .  گرفت  در نظر  σمقياس  كوچكت  ينها ي تابع ب  يتميلگار
 ينگاشت متشابه برا    معادله چبيشوف معياربا توجه به     تحقيقدر اين   . ه ثابت باشد  ي مرز ناح  ي رو σ است كه در آن    يا  سامانه،  Ωهيناح
 Finite Element (المـان محـدود  ه بـا سـه روش   ي ـر پاي تـصو منزلـة   بـه )Mercator (ر مركـاتور ي تصوامانهسران با در نظر گرفتن يا

Method(هي، فور) Fourier Method (همساز يها يا جمله و چند  ) Harmonic Polynomials(  يان نمودارهايو در پا استحل شده 
   همـساز  يهـا  يا جملـه   چنـد  يدست آمـده بـرا     ه ب ضرايبن  ي و همچن  وفچبيشر  ين تصو ياس مربوط به بهتر   يتم تابع مق  يمربوط به لگار  
 دامنـه بـا     يدهد كه برا   ي نشان م  كمينه متشابه   واپيچشت  ي كم يبراج حاصل   ينتا.  آورده شده است   چبيشوفر  ين تصو يمربوط به بهتر  

39.232ت برابر ين كم ي روش المان محدود مقدار ا     هشكل ب   مرز مربع  39.243ه برابـر  يوش فور  و با ر   ×−10 . حاصـل شـده اسـت      ×−10
32.381ت با روش المان محدود برابر   ين كم يران مقدار ا  ي ا ي واقع ي دامنه با مرزها   ين برا يهمچن    همـساز  يا جمله  و با روش چند×−10
32.462 برابر ند، لذا  هست بسيار به همديگر نزديك      ،تايج حاصل از سه روش     ن ،شود يطور كه ملاحظه م     همان .حاصل شده است   ×−10

ن سـه روش    ي ـاسـتفاده از هركـدام از ا      جغرافيـايي،   ه  يك ناح ي ي برا چبيشوفر  ين تصو ين بهتر يي تع يشود كه برا   يجه حاصل م  ين نت يا
  .كسان منجر خواهد شدي به جواب ،شدهعرضه 
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Abstract 
The mathematical aspect of cartographic mapping is a process which establishes a unique 
connection between points of the earth’s sphere and their images on a plane. It was 
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proven in differential geometry that an isometric mapping of a sphere onto a plane with 
all corresponding distances on both surfaces remaining identical can never be achieved 
since the two surfaces do not possess the same Gaussian curvature. One of the main tasks 
of mathematical cartography is to determine a projection of a mapped region in such a 
way that the resulting deformation of angles, areas and distances are minimized. 

Most large-scale national topographic maps are based on conformal map projections 
such as transverse Mercator and Lambert conformal conic projections. The essential 
condition in every conformal map-projection is the infinitesimal similarity. Chebyshev 
studied conformal map projections, using the oscillation of the logarithm of the 
infinitesimal scale function as a measure of distortion. Chebyshev’s criterion states that 
the conformal map projection on Ω with minimum distortion is characterized by the 
property that the infinitesimal-scale σ is constant along the boundary of Ω. The oscillation 
in Ω of the logarithm of the infinitesimal-scale function associated to this best Chebyshev 
conformal map projection (or simply Chebyshev projection) will be called the minimum 
conformal distortion associated with Ω. 

Then we consider how to quantify the minimum conformal distortion associated with 
geographical regions. The minimum possible conformal mapping distortion associated 
with Ω coincides with the absolute value of the minimum of the solution of a Dirichlet 
boundary-value problem for an elliptic partial differential equation in divergence form 
and with homogeneous boundary condition. If the first map is conformal, the partial 
differential equation becomes a Poisson equation for the Laplace operator. 

The Dirichlet BVP could be solved by the finite element method (FEM). The FEM 
method is a procedure used in finding approximate numerical solutions to BVPs/PDEs. It 
can handle irregular boundaries in the same way as regular boundaries. It consists of the 
following steps to solve the elliptic PDE: 

1- Discretize the (two-dimensional) domain into subregions such as triangular 
elements, neither necessarily of the same size nor necessarily covering the entire domain 
completely and exactly. 

2- Specify the positions of nodes and number them starting from the boundary nodes 
and then the interior nodes. 

3- Define the basis/shape/interpolation functions for each subregion. 
As a particular case, we consider the region of Iran in this paper. Conformal mapping 

equation in this region is solved for Mercator as the base map projection. To solve this 
equation three approaches are used: Finite Element Method (using Matlab Partial 
Differential Equation, PDE, Toolbox for square domain and Femlab code for arbitrary 
irregular domain), Fourier Method and Harmonic Polynomials. 

At the end, graphs associated with logarithm of the infinitesimal-scale function and 
also obtained results for coefficients of harmonic polynomials associated with the best 
Chebyshev projection over the region of Iran are presented.  

The minimum conformal distortion associated with square boundary domain estimated 
as 9.232×10-3 using finite element method and 9.243×10-3 using Fourier method. Also 
for the region of Iran with real domain, the value of this quantity estimated as 2.381×10-3 
using finite element method and 2.462×10-3 using harmonic polynomials. Computations 
show that the results of three approaches are very close to each other. So for 
determination the best Chebyshev’s projection for a geographic region, the three 
mentioned approaches give the same results. 
 
Key words: Map projection, Chebyshev’s criterion, conformal mapping, finite element, 

Fourier, harmonic polynomials 
 



 87                                                              ...هاي متفاوت تعيين پارامترهاي سامانه تصوير مركاتور  مقايسه روش

 

     مقدمه1
ي اسـت   فراينـد  نگاشـت كـارتوگرافي،      ،ديدگاه رياضي از  

كـره زمــين و  روي  يكــه بـين نقــاط  يكـه منجـر بــه ارتبـاط   
در هندسـه ديفرانـسيل     . شـود  تصاوير آنها روي صفحه مـي     

 )isometric(پـاي     طـول اثبات شده است كه يك نگاشـت        
طـور صـحيح    هفواصـل ب ـ همـة  كـه   طـوري  هكره به صفحه ب ـ  

وظيفه اصـلي   . )1970گتز، (بديل شوند ممكن نخواهد بود    ت
كارتوگرافي رياضي تعيين روابط تصوير براي يـك ناحيـه          

كـه تغييـر شـكل حاصـل در آن           طـوري  ه است ب ـ  جغرافيايي
ــه  ــهناحي ــود كمين ــرانكيچ، (ش ــشه . )1982ف ــشتر نق ــاي  بي ه

هاي تـصوير متـشابه      سامانه بر پايه    مقياس  بزرگتوپوگرافي  
هـاي تـصوير متـشابه داراي        سامانهبنابراين  . اند هبنا نهاده شد  

ــرداري و كــارتوگرافي هــستند اي در نقــشه اهميــت ويــژه  ب
نظريـه  لذا چيزي كه هم در عمل و هم در          . )2004برمجو،(

 تصوير متشابه ممكن  سامانه بهترين   يافتناست،  مورد علاقه   
 با استفاده از نوسـان  چبيشوف. )2005 برمجو و اترو،  (است
 انـدازه   منزلة  به σنهايت كوچك    تمي تابع مقياس بي   لگاري

در ايـن   . كردبررسي  هاي تصوير متشابه را       سامانه،  واپيچش
 Minimum (كمينـه  متـشابه  واپـيچش مقاله كميتي بـه نـام   

Conformal Distortion( ايــران جغرافيــايي، بــراي ناحيــه 
 ديريكلـه    مسئلهحل  اين محاسبه نيازمند    . محاسبه شده است  

)Dirichlet(        شـكل  بـه براي يك معادله ديفرانـسيل جزئـي 
ايـن معادلـه     مقالـه  ايـن در  . اسـت  )Divergence (  واگرايي

، فوريــه و المــان محــدودســه روش بــه ديفرانــسيل جزئــي 
و حل   ايران   جغرافياييناحيه  براي     همسازهاي   اي جمله چند

كر است ذ  هلازم ب . شده است آورده  صورت گراف    هنتايج ب 
كه براي حل معادلـه بـا اسـتفاده از روش المـان محـدود از                

ــرم ــزار  ن ــده اســت FEMLABاف ــتفاده ش ــا 1982در  . اس  ب
 بهتـرين تـصور       همـساز  يهـا  يا استفاده از روش چندجملـه    

ــشوف ــ ناحي روچبي ــاييه ي ــادا و در جغرافي ــا  2005 كان ب
ر يتـصو ن  يه بهتـر  ي المان محدود و فور    يها روشاستفاده از   
 ن شـده اسـت  يـي  تع اسپانيا جغرافيايي ناحيه يرو چبيشوف

در ايـن تحقيـق     . )1982 و فـرانكيچ،     2005، و اتـرو   برمجو(
 براي ناحيه ايران با اسـتفاده از هـر          چبيشوفبهترين تصوير   

سه روش ذكر شده تعيين شده و نتايج حاصل با هم مقايسه            
  . شده است

  

    متشابهيها نگاشت   2
صـورت يـك تبـديل كـه         ه سـطوح مـنظم ب ـ     نگاشت متشابه 

ضريب مقياس در هر نقطه دامنـه تـصوير مـستقل از جهـت              
در ايـن تعريـف     . )1982فـرانكيچ،  (شـود  است تعريف مـي   

  :تابع موقعيت استفقط ضريب مقياس 

)1(                                               ),( lϕσσ =  

  :كه در اين رابطه

)2(                                               )( 0λλ −=l  

با توجه به مستقل بودن ضريب مقياس از جهات، زوايا          
المـان طـول ديفرانـسيلي روي        .شـوند  در هر نقطه حفظ مي    

  :شود صورت زير بيان مي ه بRكره با شعاع

)3(                           )cos( 22222 dldRdS ϕϕ +=  

 پـاي  طـول بنابراين شكل مربعي رابطه فوق با تعريف عرض       
q خواهد شد) 6(صورت زير، به شكل معادله  هب:  

)4(                                          ϕϕ ddq sec=  

)5(                             )
24

tan(ln ϕπ
+=⇒ q  

)6(                                )( 2222 dldqRdS +=  

 اثبات كرد كه يك تبديل متشابه است هرگاه رابطه          گاوس
  :)1982فرانكيچ، (زير موجود باشد

)7(                                                )(ωFZ =  

  :كه

)8(                                               
ilq
iXYZ

+=
+=

ω
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ــابع تحليلــي اســت  Fو ــابع مــشتق. يــك ت ــذيري ت ــا  Fپ ب
ــي  ــادلات كوشـ ــان-معـ  Cauchy- Riemann ( ريمـ

Equations(شود  اثبات مي:  

)9(                             

ω
ω

ω
ω

d
dFYX
d

dFYX

lq

ql

)(Im

)(Re

−==−

==  

صـورت   ههـاي تـصوير ب ـ     سامانهانسيل بنيادي   معادلات ديفر 
  :)1982فرانكيچ، (شوند زير تعريف مي

                                        
εν

εν
β ϕ
ϕ cos

sin+
= lM  

)10(                 lll M
MM

εε
ε

ν
β ϕ ++=−

tan
cos

  
ــط  ــن رواب ــه در اي ــتاي   Mك ــول در راس ــكل ط ــر ش  تغيي

  . تغيير شكل در زاويه استε النهار و نصف
  :همچنين داريم

)11(                                             ϕν cosN=  
 .تغيير شكل طول در راستاي منحنـي مـداري اسـت           Nكه
β          تيك تـابع تحليلـي مجهـول از مختـصا),( lϕ  اسـت 
شرط .  هستند يانگر مشتقات نسب  يب lεوϕβ،lM،lβ،ϕvو

صـورت   هتـوان ب ـ   ها را مـي     تغيير شكل  هاي  به در عبارت  تشا
  :زير بيان كرد

)12(                               0, === εσNM  

هــاي  ســامانه معــادلات ديفرانــسيل بنيــادي صــورت در ايــن
  :شوند تصوير به معادلات زير تبديل مي

)13(                            
σ
ν

β ϕ=− l       
ν
σβϕ

l=  

) 4(ابطـه   ربـا    پـاي   طـول  به عـرض     جغرافياييتبديل عرض   
  :گيرد كه صورت مي

)14(                                   q
d
dq coshsec == ϕ
ϕ

   

  :توان نوشت پس مي

)15(                                            hqsecσν =  

) 13(هاي تصوير متـشابه      سامانهمعادلات ديفرانسيل بنيادي    
  :شوند صورت زير مي هب qدر عبارات

)16(                                             
q

l

l

q

∂
∂

=−

∂
∂

=

νβ

νβ

ln

ln
  

ــذيري شــرط انتگــرال ϕϕپ ββ ll ــر را نتيجــه   = ــط زي رواب
  :دهد مي

)17(                                    
2

2

2

2 lnln
ql ∂

∂
−=

∂
∂ νν  

  :يا

)18(                                 0lnln
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂

∂
ql
νν   

 Laplace (رابطــه فــوق معــروف بــه معادلــه لاپــلاس     

Equation( است ) بـا توجـه    . )1977، و ترودينگـر   گيلبرگ
  :توان نوشت مي) 15(به رابطه 

)19(                                qcoshlnlnln −= σν  

  :توان نوشت گيري مي و با مشتق

)20(q
q
m

ql
m

l
tanhlnln,lnln

−=
∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ νν 

  :ريمهمچنين براي مشتق دوم دا

)21(   qh
qq

2
2

2

2

2

seclnln
−=

∂
∂

=
∂
∂ σν   ،  

2

2

2

2 lnln
ll ∂

∂
=

∂
∂ σν 

  :داريم) 18(در ) 21(با قرار دادن 

)22(                      qh
lq

2
2

2

2

2

seclnln
=

∂
∂

+
∂

∂ σσ  

 است) Poisson Equation (پواسونكه اين معادله، معادله 
هاي معادلـه لاپـلاس      جواب .)1977، و ترودينگر  گيلبرگ(

هــا  نامنــد و ايــن جــواب  مــي)Harmonic (  همــسازرا توابــع 
. كننـد  را در هر نقطه از دامنه تصوير تعيين مـي          νlnمقدار

هـاي تـصوير متـشابه جـواب         سـامانه سازي    بهينه فراينددر  
صورت زير براي معادله لاپلاس در نظر گرفته         هخصوصي ب 
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  :)1982فرانكيچ، (شود مي

)23(                                        nilq )(ln +=ν  

 5 مثـال،    براي است كه      همسازاي   جمله اين رابطه يك چند   
  :صورت زير هستند همقدار اوليه آن ب

)24( 

54322345

432234

3223

22

5101055
4644

333
22

1

ilqllqilqlqiqn
lqlilqlqiqn

ilqllqiqn
lqliqn

ilqn

++−−+=
+−−+=

−−+=
−+=

+=

    

اي  جمله دو چن  nψ حقيقي را با   ضرايباي با    جمله اگر چند 
  :نشان دهيم، داريم nθي را با موهومضرايببا 

5324
5

4235
5

33
4

4224
4

32
3

23
3

2
22

2

11

00

105510
446

33
2

11

llqlqqllqq
qllqllqq
llqqlq

qllq
lq

+−=+−=
−=+−=
−=−=

=−=
==
==

θψ
θψ
θψ
θψ
θψ
θψ

  

)25(  

جواب خاصي از  nθو nψهاي اي جمله ر كدام از چنده
ها هم  لاس هستند پس تركيب خطي اين جوابمعادله لاپ

  :جواب معادله لاپلاس خواهد بود

)26(                             ∑
=

+=
n

j
jjjj ba

1
)(ln θψν  

  چبيشوفمعيار      3
اي را در مــورد بهتــرين تــصوير    قــضيه1856در چبيــشوف 

)best projection ( مطـرح سـاخت  تصاوير متـشابه  ردة از ،
هـاي تبـديل     سامانه. پردازيم  آن در اين بخش مي     كه به بيان  

),( متشابهي كـه تغييـرات مقيـاس آنهـا         lϕσσ  كمينـه  =
. )1982فـرانكيچ،  (نامنـد   ميچبيشوفشده است را تصاوير  

 كمينـه  و     بيـشينه به عبـارت ديگـر در ايـن تـصاوير، نـسبت             
تـر از هـر      ضريب مقياس براي كل دامنـه تـصوير كوچـك         

قـضيه  . تصوير متشابه ديگري بـراي آن دامنـه خواهـد بـود           

كـه   ي اين كند كه شرط لازم و كافي برا        بيان مي  چبيشوف
 سـت كـه   ا   باشد آن  چبيشوفتصاوير  در زمرة    يك تصوير 

 ضريب مقياس در طـول منحنـي مـرزي دامنـه ثابـت باشـد              
 براي يك دامنـه  چبيشوفپس تعيين تصوير    . )1969ميلنر،(

ــست   ــامل ج ــسته ش ــي از     و ب ــابع تحليل ــك ت ــراي ي ــو ب ج
)(متغير ilq كه ايـن تـابع ضـريب مقيـاس      طوري هاست ب  +

هـا،   بـا ايـن بحـث     . ثابت در راستاي مرز دامنه را نتيجه دهد       
بايد يك مقدار ثابت روي مرز داشـته        ) 22 (پواسونمعادله  

  :داريم Γباشد كه براي منحني مرزي

)27(                                       constqh =2sec  

ر صفر در نظـر بگيـريم، ايـن        اگر در رابطه فوق ثابت را براب      
در ايـن   . كنـد  فـرد نمـي    ه را منحـصرب     مـسئله انتخاب جواب   

 ديريكلـه    مسئله تبديل به حل     چبيشوفمورد تعيين تصاوير    
  . شود با مقادير مرزي صفر مي

رابطـه زيـر    بـا    مساحت در تصاوير متـشابه       واپيچشضريب  
  :شود داده مي

)28(                                                 2σ=P  

صـورت   ه تعريـف شـده ب ـ     واپيچش چبيشوفچون تصاوير   
كنند، در   ، را بهينه مي   σlnلگاريتم طبيعي ضريب مقياس،   

 خودكارطور   ه مساحت نيز ب   واپيچشنتيجه لگاريتم ضريب    
  :شود بهينه مي

)29(                                          σln2ln =P  

همــة  از بــين چبيــشوفتــوان گفــت كــه تــصاوير  پــس مــي
. تـر هـستند    مـساحت نزديـك    تصاوير متشابه به تصاوير هـم     

معادلـه  از راه   تـوان    طـور رياضـي مـي      ه را ب ـ  چبيشوفمعيار  
  :تعريف كرد) 22 (پواسون

)30(                       qh
lq

2
2

2

2

2

seclnln
=

∂
∂

+
∂

∂ σσ  

)31(                                    constqh =Γ
2sec   
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  همساز  يها يا روش چندجمله   4
ــابع   ــسازهنگــامي كــه ت ــرين   هم   انتخــاب شــد، روش كمت

تـرين   راحـت . كند را تعيين مي  همساز   تابع   ضرايب مربعات
) 23 (  همـساز اي   جملـه   بـراي ايـن هـدف چنـد          همـساز تابع  
تعريـف شـده يـك تـابع        ) 15(رابطه  با   كه   νكميت. است

صـورت   هتوان ب  پس لگاريتم طبيعي آن را مي     . استمختلط  
  :بيان كرد) 25 (  همسازاي  جمله چند

)32(    kkaaaahq ψψψσ ++++= ...)secln( 22110  

  :و يا

)33(       qaaaa kk coshln...)ln( 22110 +++++= ψψψσ   

kiبراي iaضرايب با استفاده از روش كمترين      =1,0,...,
مربعــات از شــرط اساســي كمتــرين مربعــات زيــر حاصــل  

  :شوند مي

)34(                                  ∑
=

=
n

i
i

1

2 min)(lnσ   

تعداد نقـاطي هـستند كـه مـرز دامنـه را          nكه در اين رابطه   
ايـد بيـشتر از     تعـداد نقـاط مـرزي ثابـت ب        . زننـد  تقريب مـي  

  :مجهولات باشند
1+> kn   

صـورت ماتريـسي بنويـسيم،       هرا ب ـ ) 33(اگر مـدل رياضـي      
  :داريم

)35(                                         laU +⋅= κ  

  :كه

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
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⎢
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⎡
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...1
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...1
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,

ln
.
.
.

ln
ln

)()(
1

)2()2(
1

)1()1(
1

2

1

n
k

n

k

k

n

U

ψψ

ψψ
ψψ

κ

σ

σ
σ

  

                  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nk q

q
q

l

a

a
a

a

coshln
.
.
.

coshln
coshln

,

.

.

.
2

1

1

0

  

)36(  

صـورت زيـر     هب) 34(صورت شرط كمترين مربعات      در اين 
  :شود تبديل مي

)37(                                            min=UU T  

شود كه مـشتق از آن نـسبت بـه     رابطه فوق وقتي حاصل مي  
  :برابر صفر شود aبردار مجهولات

)38(                                          0)(
=

∂
∂

a
UU T

  
  :داريم) 35(با در نظر گرفتن مدل رياضي 

                                llalaUU TT )()( ++= κκ  
)39(                     TTTTTT lallaaa +++= κκκκ  
  :يا

)40(                 lllaaaUU TTTTTT ++= κκκ 2  

)41(         022)(
=+=

∂
∂

⇒ la
a
UU TTT

T

κκκ  

)42(                                      0=+⇒ bYa  

  :كه
)43(                             lbY TT κκκ == ,  

صورت زير   هبردار مجهولات را ب   ) 42(حل معادلات نرمال    
  :نتيجه خواهد داد

)44(                                          bYa 1−−=    

تـوان لگـاريتم ضـريب مقيـاس و          مـي  ia معلـوم  ضرايببا  
  :سپس ضريب مقياس را در هر نقطه از دامنه حساب كرد

)45(      )coshln...exp(( 110 qaaa kk ++++= ψψσ  
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   متشابههاي تصوير سامانهبهترين    5
ك نهايـت كوچ ـ    تصوير، تشابه بي   سامانهشرط لازم در هر     

:2در حقيقـت اگـر    . در آن است   RP →Ω    سـامانه يـك 
 گـاه   آنباشـد،    Σاز بيـضوي   Ωتصوير متشابه روي ناحيـه    

P   نهايت كوچك  يك مقياس بي )(xσ    در هر نقطـهx 
  : )2005، و اتروبرمجو(كه  طوري هدارد ب Ωز ناحيها

)46(                            
),(

)()(
lim)(

yxd
yPxP

x
xy

Σ
→

−
=σ  

  :كه در اين رابطه داريم
),( yxdΣ: فاصله ژئودزيك) Geodesic Distance(   بـين

)()( y وxدو نقطــــه yPxP  فاصــــله اقليدســــي  :−
)Euclidean Distance(  ــصوير شــده ــاط ت ــين نق  xP)(ب
ــشوف yP)(و ــا اســتفاده از نوســان لگ ــچبي ــابع  ب اريتمي ت

، واپـيچش انـدازه   درحكـم    σنهايـت كوچـك    مقياس بـي  
 چبيـشوف  معيـار . كـرد بررسي  ير متشابه را    هاي تصو  سامانه

 واپـيچش با   Ω  تصوير متشابه روي   سامانهكند كه    بيان مي 
ثابـت اسـت     Ωروي مـرز   σايـن خاصـيت كـه     بـا    كمينه

 σتـابع صورت لگاريتم    هب Ωنوسان در . شود مشخص مي 
ــرين   ــه بهت ــوط ب ــامانهمرب ــشابه  س ــصوير مت ــشوف ت  را چبي

 و  برمجـو  (نامنـد  مـي  Ω مربـوط بـه    كمينـه  متشابه   واپيچش
 مربــوط بــه كمينــه متــشابه واپــيچشمحاســبه . )2005،اتــرو

 بـراي يـك     ديريكلـه    مـسئله  نيازمنـد حـل      جغرافياييمنطقه  
 است كه به يك   واگراييسيل جزئي در شكل    معادله ديفران 

  .شود ديل مي لاپلاس تب عملگر براي پواسونمعادله 
قطـر    يـك بيـضوي دورانـي بـا نـيم          Σكنـيم  فرض مـي  

 مقالـه در اين   (باشد   eو خروج از مركزيت اوليه     aبزرگ
يـك ناحيـه از بيـضوي        Σ⊂Ωو) a=1 كنيم فرض مي 

Ω=Ω)(و bb P نقـــــشه اوليـــــه ازΩ  از باشـــــد كـــــه
:2رابطــه RPb →Ω شــود ز بيــضوي ســاخته مــيا.bP  را

چنـين مختـصات    هم. گيـريم   تصوير پايه در نظر مي     منزلة  به
bvuالزاويه نقاط تصوير شـده بـا         قائم Ω∈),(    نـشان داده

),(.شوند مي vu   الخـط روي     منحني  مختصات درحكمرا
 bP تـصوير پايـه   نكـه يا فـرض  با. گيريم بيضوي در نظر مي   

),(هاي  مختصاتباشد،متشابه   vu پس شوند، يم پاي طول 
  :شود صورت زير مي به Σالمان كماني روي

)47(                              )( 2222 dvdumds +=  

=−1كه bm σ وbσ   نهايت كوچك مربوط    تابع مقياس بي
 Gaussian Curvature(K (يگاوس ـاي انحن ـ. است bPبه
  : شود صورت زير حاصل مي هب Σاز

)48(                )(log)(log1 2
2 bbm

m
K σσ Δ=Δ−=  

 كــه
2

2

2

2

vu ∂
∂

+
∂
∂

=Δ عملگــر  اســتعــدي لاپــلاس دوب .
ــابع ــر  gت ــسازرا زي ــه  )Subharmonic (  هم در يــك دامن

 K<0 چـون ) 48(در رابطه   . Δg≤0صفحه گويند اگر  
log)(0 شود كه  نتيجه مي  >Δ bσ   و سپس تابع bσlog 

تــصوير  bP مثــال اگــربــراي.  اســت  همــساززيــر  bΩروي
qvو λ=u گـــاه آنمركـــاتور باشـــد،   كـــه داريـــم =

  : )1987اشنايدر،(

)49(             ])
sin1
sin1)(

24
log[tan( 2

e

e
eq

ϕ
ϕϕπ

+
−

+=  

qrm)(در اين مورد    qشعاع مدار بيضوي با    qr)(كه =
   :يك كره باشد داريم Σاگر. ثابت است

                                           hqqr sec)( =  
)50(                                )log(coshlog qb =σ   

صورت بسته نوشت، ولي     هتوان ب  را نمي  qr)(براي بيضوي 
 سـامانه معـادلات   . بسط داد  2eهاي وانرا به ت   توان آن  مي

   :شود صورت زير داده مي هب Ωروي Pتصوير متشابه

)51(                           ),(),( vuiyvuxiyx +=+  

 Harmonic (  همسازهاي  مزدوج yو xدر اين رابطه كه

Conjugates (رويbΩ ــستند و ــده بخــش   iه ــشان دهن ن
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توان   ريمان مي  -با توجه به معادلات كوشي     .موهومي است 
  :نوشت

)52(                            
u
y

v
x

∂
∂

−=
∂
  و   ∂

v
y

u
x

∂
∂

=
∂
∂   

ــ  ــzf)( راگـــــ ــي بـــــ ــابع تحليلـــــ ــورت هتـــــ  صـــــ
),(),()( vuiyvuxzf ــر =+ ivuzاز متغي ــد،=+   باش

),(نهايت كوچك  تابع مقياس بي   vuσσ  Pمربوط به  =
  :شود صورت زير داده مي هب

bb Uvuzfvu σσσσ loglog),()(),( +=⇔′=

)53(  

),(log)( كــــــــه  zfvuU    همــــــــساز  bΩروي =′
ــت ــابع  ).ΔU=0(اسـ ــابراين تـ ــه  σlog=gبنـ معادلـ

  . كند ميتأمين  را پواسونديفرانسيل جزئي از نوع 

)54(           bΩ0وي ر)(log 2 >=Δ=Δ − Kg bb σσ   

نهايـت   دهـد كـه لگـاريتم تـابع بـي          شان مـي  ن) 54(معادله  
 Ω تــصوير متــشابه رويســامانهكوچــك مربــوط بــه يــك 

بيـشينة   اصـل      همـساز توابـع زيـر     .  اسـت    همساززير   bΩدر
ايـن اصـل   . كننـد  ميتأمين  را )Strong Maximum (قوي

   بيـشينه تواند يـك     نمي  همسازكند كه يك تابع زير     بيان مي 
. ]2006پـاول، [داخلي داشته باشد مگر اينكه تابع ثابت باشد       

توانـــد ثابـــت باشـــد،   نمـــيgپـــس Δg<0ازآنجاكـــه
0)(اگــر

bCg Ω∈ وbΩ  ــدار باشــد ــشينه گــاه آنكران    بي
σlog=g در bΩ  روي مرزbΩ∂ ازbΩ  افتد،  اتفاق مي

   :داريم

)55(               bvugvug
b

Ω∈∀<
Ω∂

),(max),(  

را كره در نظـر بگيـريم        Σ و تصوير مركاتور باشد   bPاگر
  : شود ه رابطه زير تبديل ميب) 54(معادله 

)56(             qhKr
dq

rdg 22
2

2

seclog
==−=Δ  

دنبـال پيـدا كـردن       هفكـر كنـيم مـا ب ـ       آل  ايدهصورت   هاگر ب 

هـستيم،   bΩ در هر نقطه   σ=1  تصوير متشابهي با   سامانه
ــ(امــا ايــن ممكــن نيــست زيــرا توابــع ثابــت    خــصوص هو ب

0=g (معادله هاي  جواب)نيستند) 54 .  
),(كنـيم  فرض مـي   ΩPδ    سـامانه  يـك    واپـيچش انـدازه 

 هـاي   باشد كـه برحـسب عبـارت       Ωروي Pتصوير متشابه 
  :توان نوشت مي σلگاريتم تابع

)57(                                 )(log),( σδδ =ΩP  

:)(]0,( كــه 2 ∞→ΩbCδ ــا )(0ب =gδ  اگــر و فقــط
  . يك تابع ثابت باشد gاگر

گيريم  را در نظر مي    Ωروي 0P تصوير متشابه  سامانهيك  
),(),(كــه نامــساوي طــوري هبــ 0 Ω≤Ω PP δδ  بــراي هــر

همچنـين  . صـادق باشـد    Ωروي P تـصوير متـشابه    سامانه
   :صورت زير باشد هاي ب مجموعه Mكنيم فرض مي

)58(     })(log)({ 2
bbb ingCgM ΩΔ=ΔΩ∈= σ  

 تـصوير متـشابه دو روش       سـامانه  براي پيـدا كـردن بهتـرين      
  :وجود دارد

Mg يافتن يك المان   -1 كـه كمتـرين انحـراف را از         0∋
  :يك تابع ثابت داشته باشد

)59(                           Mggg ∈∀≤ )()( 0 δδ  

0)( تعيين يك تابع تحليلي-2 zf از معادله:  

)60(             ),(log),()(log 00 vuvugzf bσ−=′  

bivuz كه Ω∈+= .  
  .  از روش اول استفاده شده استمقالهدر اين 
 داراي ايــن خاصــيت اســت   واپــيچش مقــدار :1تبــصره

)(0كه =gδ 0اگر و فقط اگر=g .  
ي هـا  سامانه σlog=g با استفاده از تابع نوسان     چبيشوف

  . كردبررسي تصوير متشابه را 
)61(                               

bb

gSupgg
ΩΩ

−= inf)(δ  

   :رابطه فوق براي مجموعه زير صادق است
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)62(                         { } Rvuvug b ⊂Ω∈),(),(  

   : قضيه زير را داريم،متشابه باشد bpبا فرض اينكه
Mgكنـيم   فرض مي  :1قضيه   00بـا  0∋ =g رويbΩ∂ 
)()(گاه  آن 0 gg δδ  تساوي برقـرار    ∋Mgهمةبراي   ≥

cggاست اگر و فقط اگر +=   :اينجادر. ∋Rcكه 0

)63(     { }bbb ingcgM ΩΔ=ΔΩ∈= )(log)(2 σ   

ــابع  ــس تـ )()(پـ 02
0 bb ccg Ω∩Ω∈ ــواب ــسئله جـ    مـ

   : زير استديريكله
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0 σ  

  . داراي جواب يكتا باشد  مسئلهكنيم كه اين  فرض مي
BVP  قابــل حــل اســت اگــر) 64(در معادلــهbΩ  كرانــدار

يك كمان ساده از خـارج      با  اشد و نقاط مرزي آن همگي       ب
 بـراي توابـع       بيـشينه بـا توجـه بـه اصـل         . قابل دسترس باشند  

00 داريم كه    همساززير <g درbΩ )        بـا توجـه بـه معادلـه
ــدار  )) 55( ــپس مق ــهو س ــل bΩدر 0gكمين  bΩدر داخ

ــي  ــاق م ــد اتف ــان.  افت )(نوس 0gδ درbΩ ــابع را  0gاز ت
0)(با Ωδ  كمينـه  متـشابه    واپـيچش را   دهيم و آن   نشان مي 

 اكهازآنج. نامند مي Ωمربوط به
b

Supg
Ω

=    :پس 00

)65(                        
bb

gg
ΩΩ

=−=Ω 000 infinf)(δ  

گـاه   آن يك نقشه متشابه بهترين اسـت    چبيشوف معيارطبق  
  . در طول مرزش ثابت باشد σكه

ــصره ــي1 قــضيه :2تب ــارت   را م    توابــع هــاي تــوان در عب
0)( كنـــيم فـــرض مـــي.  بيـــان كـــرد  همـــساز bHu Ω∈   
hu بــــــــــا  گــــــــــاه آن باشــــــــــد، ∂bΩ روي 0=

)(),()( 0 bHuhuhu Ω∈∀−≤− δδ  و تـــــــــساوي
cuuبرقرار است اگر و فقـط اگـر        += در . ∋Rcكـه  0

  :م زير را حل كنيديريكله   مسئلهاين مورد بايد 
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0
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 بـا تـصوير مركـاتور       چبيـشوف اين روش اصلي اسـت كـه        
rhتصوير پايه ومنزلة  به log= عملي ساخترا  آن .  

ا غيـر متـشابه انتخـاب كنـيم         ر bp اگر تصوير پايه   :3تبصره
} ا صـــادق اســـت بـــ1قـــضيه }HKLgcgM =Ω∈= )(2 

ــه :)(كـــــــــــــــــ gADivLg ــالا . =∇ حـــــــــــــــــ
)()(تابع 02

0 bb ccg Ω∩Ω∈ جوابBVP زير است:  
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از .  داراي جواب يكتـا اسـت        مسئلهكنيم كه اين     مي فرض
ــتيم  ــل داش 00قب <g درbΩ  ــيچشو ــشابه واپ ــه مت  كمين

   :شود مي Ωمربوط به

)68(                                       
b

g
Ω

=Ω 00 inf)(δ  

   روش المان محدود   6
هاي تقريبـي بـراي پيـدا        روش المان محدود يكي از روش     

. اسـت مشتقات جزئـي  كردن جواب معادلات ديفرانسيل با   
گـذاري شـده اسـت كـه هـر           هاين روش بر ايـن اسـاس پاي ـ       

تـشكيل  متفـاوتي   هـاي    طور فيزيكـي از بخـش      هي ب ا  سامانه
گونـاگون  هـاي    شده است و بنابراين جواب آن در بخـش        

صـورت   هعلاوه جـواب در هـر بخـشي ب ـ          به. ان است قابل بي 
 هاي مجهول و توابع معلـوم از   يك تركيب خطي از پارامتر    

طـوركلي روش المـان      هب ـ. شـود  موقعيت و زمـان بيـان مـي       
  ]:2004،يرد[استسه مشخصه اساسي زير داراي محدود 

هـاي   ي كـه آنهـا را المـان       يهـا  تقسيم كل دامنـه بـه بخـش       
  .منامي محدود مي

، روابـط بـين متغيرهـاي ثانويـه و           هر المان مشخص   روي -
 .مدهي اوليه را بسط مي

ها را تركيب    المانهمة  روابط  (م  نيك ها را جمع مي    المان -
 سـامانه تا روابط بين متغيرهاي ثانويه و اوليه كـل       ) مكني مي
 .مدست آوري هرا ب

با استفاده  ) 64 (ي مقدار مرز    مسئله حل   يق برا ين تحق يدر ا 
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ــدود  ــان مح ــرم،از روش الم ــا  از ن و  MATLAB يافزاره
FEMLAB     ،روش ،ن بخـش  ي ـلـذا در ا   استفاده شده است  
افزارهـا مـورد اسـتفاده قـرار         ن نرم ي كه در ا   يدالمان محدو 

  . ان شده استي بطور مختصر ، بهرديگ يم
 گيــريم وار زيــر را در نظــر مــي معادلــه ديفرانــسيل بيــضي

  :)2006پاول،(

),(),(),(),(),(
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yxfyxuyxg
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∂
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+
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∂  

)69(  

ادلـه و  بـراي ايـن مع   Γو مـرز   Ωبا در نظـر گـرفتن ناحيـه       
  :شرط مرزي زير

)70(                                        ),(),( yxbyxu =  

حل اين معادلـه بـا اسـتفاده از روش المـان محـدود شـامل                 
  :)2005ونگ و ديگران، (استمراحل زير 

ــه  - ــسيم ناحيــــ ــداد Ω تقــــ ــه تعــــ ــر  sN بــــ زيــــ
}ناحيه }

sNSSS ,....,, 21
   .هاي مثلثي صورت المان هب 

گذاري   گره و شماره nN مشخص كردن موقعيت تعداد     -
bNnصورت  ههاي مرزي ب آنها از گره   و سـپس   =1,......,

nb صورت ههاي داخلي ب گره NNn ,.....,1+= . 

   :يابي درونتعريف توابع   -
                             Ω∈),( yx  ∀                                                                                                              

{ }ssnn NforSyx ,...,1,),( , == φφ 
ypxppyx snsnsnsn )3()2()1(),( ,,,, ++=φ  

)71( 

SNS هاي زيرناحيههمة  براي    هـاي  گرههمة  و براي    =1:
nNn :1=  ،nφ فقط در گره n برابر يك و در ساير گره 

كيـب  يـك تر   PDE بنابراين جواب تقريبـي   . استها صفر   
),( خطي از توابع پايه yxnφ استصورت زير  هب:  

∑
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n
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T yxcyxyxu
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),(),(),( φϕ  
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φφφϕ .211 =  
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cccC .211 =  
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φφφϕ .212 ++=  

)73(                       [ ]TnNN cccC
bb

.212 ++=  

sNs بــراي هــر زيرناحيــه تــوان  جــواب را مــي =1,.......,
  :صورت زير نوشت هب
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n
snns yxcyx
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, ),(),( φφ   

)74(           ∑
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n
snsnsnn ypxppc
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,,, ))3()2()1((  

براي  1C اي مرزي در  گرهضرايبقرار دادن مقادير   -
  .مقادير مرزي با توجه به شرط مرزي

بـا حـل     2Cاي داخلـي در       گـره  ضـرايب تعيين مقـادير      -
 : معادلات زيرسامانه
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,211 ),( ϕ  

),( در اين روابط   ss yx    زيـر ناحيـه   گراني  مختصات مركز 
S ام)sS (است.  

طبق اين اصـل    . است روش المان محدود بر پايه اصل تغيير      
دسـت   ه كردن تابع زيـر ب ـ     كمينهبا  ) 69(يك جواب معادله    

  :)2005 ونگ و ديگران، (آيد مي
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),(),( كه با در نظر گرفتن     yxCyxu Tϕ= توان آنرا   مي
  :صورت زير نوشت هب
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ــه   ــسبت ب ــابع ن ــراي اينكــه ايــن ت ــه C شــرط ب  شــود كمين
  :صورت زير است هب
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  روش فوريه     7
  :گيريم  مقدار مرزي زير را در نظر مي  مسئله
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inqSechg
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Hill،) 1908(  مقــدار   مــسئلهبــا اســتفاره از روش فوريــه 
شـده  داده بـا توجـه بـه روش حـل        . فوق را حل كرد   مرزي  

ــراي حــل  ــسئلهب ــر   م ــوق ف ــرزي ف ــدار م ــي مق ــيم  ض م كن
log)(:كه bqaSechqf طوري b و aضرايب. =−+

)()(0شوند كه  انتخاب مي  == ns qfqf    ،گـاه   آنباشـد 
  :)1908 هيل،(

)81(    [ ])(sin1
)cosh(
)cosh(

1 0
0 s

n
n qqnc
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ncfg −⎥
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⎤
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⎡
−=∑

∞

= λ
λ  

)/(كه در اين رابطه    sn qqc −= π وnf سينوسي  ضرايب 

  :هستند fفوريه تابع
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=
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qq
f )(sin)(2  

هاي  را با سري  ) 81( معادله   ، اين روش   هجواب ب يافتن  براي  
  :نيمز ه جزئي به شكل زير تقريب ميفوري
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 ايـــران جغرافيـــاييبعـــد يـــك گريـــد بـــراي ناحيـــه     
ــ ),(صــورت هب ij ϕλــه  i=1,.....,38 وj=1,.....,26 ك

) كنـيم كـه    تعريف مي  )
2

1−
=

j
jλ و ( )

2
1−

+=
i

si ϕϕ 
ــا N،Ng=30و بــــ ــاط 0, ),(را در نقــــ ij qλ  ــه كــــ

)( ii qq ϕ= ــابي مـــي ــيم ارزيـ ــشاهده مـــي. كنـ ــود  مـ شـ
),(),(كه ,0,0 ijNijN qgqg λλ =− .  

 كمينـه  متـشابه    واپـيچش طور كه ذكـر شـد، محاسـبه          همان
 .نيازمند حل يك معادله ديفرانسيل با مـشتقات جزئـي بـود           

 MATLAB افــزار نــرم PDE بــه ابــزار از جعمقالــهدر ايــن 
شـكل اسـتفاده و       براي حل معادله ديفرانسيل با مرز مستطيل      

سپس براي حل معادلـه ديفرانـسيل بـراي مرزهـاي حقيقـي           
لازم بـه   . اسـتفاده شـده اسـت      FEMLAB افزار  ايران از نرم  

افزار با اسـتفاده از روش المـان          نرمهر دو   ذكر است كه در     
 شــود  ت ديفرانــسيل پرداختــه مــيمحــدود بــه حــل معــادلا

  . )2002 و مث ورك،2005، و ديگران ونگ،2004،يرد(
  

  يج عددينتا   8
ران بـا   ي ـ كـشور ا   ي بـرا  كمينه متشابه   واپيچشن بخش   يدر ا 

 يا هي ناح Ωاگر. ن شده است  يين تع ي بودن زم  يفرض كرو 
 eλالنهار و دو نصف   nϕو sϕن دو مدار  ي سطح كره ب   يرو
ر مركاتور باشـد و اگـر       يه تصو ير پا يو اگر تصو  باشد   wλو

، مي حـساب كن ـ   يالنهار مركـز    را از نصف   جغرافياييطول  
ــشه اول ــنق ــ Ωهي ــورت هب ] ص ] [ ]nsm qq ,, 00 ×−=Ω λλ 
 sq  و جغرافيـايي  طول   ير حد يمقاد ±0λكه . بود خواهد
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 يبـرا . هـستند  qپـاي   طـول عرض  پايين  حدود بالا و     nqو
o130 رانيـــــ اجغرافيـــــاييه يـــــناح =λ و o23=sϕ و 
o42=nϕ ــهي، در نتاســـــت و  sq=41239578.0 جـــ

80871025.0=nq .كمينه متشابه   واپيچش محاسبه   يبرا 
   مـسئله د  يبا شكل بودن مرز     ليمستطبا  ران  يه ا يمربوط به ناح  
  :مير را حل كني زيمقدار مرز
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m
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inqSechg

00

2
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نجا با توجه به روش المـان       ي در ا  ي مقدار مرز    مسئلهن  يكه ا 

ه يــ ناحيبــرا MATLABافــزار  محــدود بــا اســتفاده از نــرم
 1شكل  مطابقران حل شده است و گراف آن        ي ا جغرافيايي

 كمينـه شود كه مقدار   مشخص مي1با توجه به شكل  . است
0g   3 برابر است با

00 102325.9inf)( −
Ω ×=−=Ω g

m
δ .

 مقـدار     مـسئله همچنين با توجه بـه روش فوريـه بـراي حـل             
ــا مــرز جغرافيــاييمــرزي ذكــر شــده بــراي ناحيــه    ايــران ب

  برابـــــر اســـــت بـــــاكمينـــــهشـــــكل مقـــــدار   مربـــــع
3

30,0 102433.9 −×=g         2و نمودار مربوط به آن در شكل 
   .شود يملاحظه م

  
]ناحيه جغرافيايي مربوط به بهترين تصوير چبيشوف براي σنهايت كوچك م تابع مقياس بيلگاريت .1كلش 13 ,13 ] [23 , 42 ]− ×o o o o.  

  

  
0,13] مربوط به بهترين تصوير چبيشوف براي ناحيه جغرافياييσنهايت كوچك لگاريتم تابع مقياس بي .2شكل ] [23 , 42 ]×o o o روش فوريه با استفاده از.  
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 مقدار مرزي براي مرزهاي واقعي        مسئله 3شكل  در  
ع  لگــاريتم تــابشــكلايــران حــل شــده اســت و در ايــن 

 ي مرزها ي برا چبيشوفر  ين تصو يمقياس مربوط به بهتر   
لازم به ذكر است كـه      . ميكن يملاحظه م را  ران  ي ا يواقع

   نقطــه بــراي مــرز   8562ض در اينجــا از طــول و عــر  
ــت   ــده اسـ ــتفاده شـ ــران اسـ ــدول . ايـ ــدار 1در جـ    مقـ

ــه ــه  كمين ــصاتي ك ــه و مخت ــر كمين    در آن رخ داده ذك

 اي جملـه   چنـد  ضرايب 2چنين در جدول    هم. شده است 
   تـا   چبيـشوف  مربـوط بـه بهتـرين تـصاوير            همـساز هاي  

   مربعـــات لگـــاريتم مقيـــاس ديـــده كمينـــه و 6مرتبـــه 
ــي ــود م ــه. ش ــدار   ذ لازم ب ــه مق ــر اســت ك ــيچشك    واپ

ــشا ــهبه متـ ــتفاده از روش چند كمينـ ــا اسـ ــه بـ   اي  جملـ
ــساز ــر  همــ 3104619.2 برابــ ــه ×− ــده   بــ ــت آمــ   دســ

  .است
  

  .واپيچش متشابه كمينه و مختصات جغرافيايي آن .1جدول

)(0 Ωδ  mϕ  mq  mλ  
20.2381 10−×  32 23 0.84′ ′′o  0.594312  55 06 52.53′ ′′o  

  

  . مربوط به تصاوير چبيشوف براي ايران  هاي همساز اي جمله  ضرايب چند.2جدول 

∑ 2)(lnσ  ia  مرتبه  

04961.0  53611.0
14797.0

−
+  1  

03135.0  
15392.0
35272.0
09351.0

−
−
+

  2  

02940.0  
21571.0
23450.0
58893.0
14193.0

−
+
−
+

  3  

0085497.0  

17364.3
66631.7
78901.6
14709.3
51621.0

+
−
+
−
+

  4  

0084836.0  

18620.1
73333.6
93540.11
34564.9
91193.3
60775.0

−
+
−
+
−
+

  5  

0084814.0  

47814.1
06322.4
03661.1
79727.5
61340.6
26120.3
54284.0

−
+
−
−
+
−
+

  6  
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  .به بهترين تصوير چبيشوف براي ناحيه جغرافيايي ايرانمربوط  σنهايت كوچك  لگاريتم تابع مقياس بي.3شكل

  

  يريگ  جهينت   9
ــيچش ــشابه واپـــ ــه متـــ 0،كمينـــ ( )δ Ω، ــه ــوط بـــ    مربـــ

 كمينـه  از سطح كره برابر مقـدار مطلـق         Ωجغرافياييه  يناح
 ديريكلـه  يرز مقـدار م ـ     مـسئله يك  مربوط به حل     0g تابع
  .است

 يج عـدد  يشـده در بخـش نتـا      آورده  ج  يبا توجه به نتـا    
 كـشور   ي بـرا  كمينـه  متـشابه    واپـيچش كه  شود    ميملاحظه  

بـا اسـتفاده از روش المـان        با فرض مـرز مربـع شـكل         ران  يا
3102325.9 برابـــــرمحـــــدود   و بـــــا اســـــتفاده از   ×−

ــر ــه برابـــ 3102433.9روش فوريـــ ــودخواهـــــد  ×−   . بـــ
   ،همچنـــين بـــا در نظـــر گـــرفتن مرزهـــاي واقعـــي ايـــران

ــدود      ــان مح ــتفاده از روش الم ــا اس ــت ب ــن كمي ــدار اي   مق
ــر 3103813.2 برابــــــــ ــتفاده از   ×− ــا اســــــــ   و بــــــــ

ــه ــاي  اي روش چندجملـ ــسازهـ ــر  همـ 3104619.2 برابـ −× 
ــشان مــي .ســت احاصــل شــده ــايج ن ــادير    نت ــد كــه مق   دهن

   لـذا ايـن     .سـه روش بـا هـم برابـر هـستند          عددي حاصـل از     
صوير شــود كــه بــراي تعيــين بهتــرين تــ نتيجــه حاصــل مــي

 استفاده از هر كدام از      جغرافيايي يك ناحيه     براي چبيشوف
 منجر به جـواب يكـسان خواهـد      ،شدهعرضه  اين سه روش    

  .شد
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