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  چكيده

بالاي ژئوئيـد   هاي    جرمدر غياب   . جاذبي به سطح ژئوئيد دارد    هاي      هنجاري  بيروش استوكس نيازمند انتقال رو به پايين         هتعيين ژئوئيد ب  
 ژئوئيـد يـك روش      روي جـو استفاده از تحكيم توپـوگرافي و       .  ميسر است  پواسونجاذبي با انتگرال    هاي      هنجاري  بيايين  انتقال رو به پ   

سنگين سـطحي روي ژئوئيـد ايـن فـضا نـرم           بسيار   چگالي لايه با    ايجادعلت   هحال ب  بااين. مناسب براي حذف توده بالاي ژئوئيد است      
اسـتفاده از فـضاي بـدون       تحقيـق   در اين   . اند    ناشي از تراكم توپوگرافي   هاي زياد       بسامدوي  جاذبي هلمرت حا  هاي      هنجاري  بيو  نيست  

ناشي بزرگ  همچنين براي گريز از اثرات غيرمستقيم       . مقدار مرزي متناظر با آن طرح شده است         مسئلهو  ) مدل اصلي بوگه  (توپوگرافي  
هلمـرت اسـتفاده شـده      - مقدار مرزي استوكس     مسئلهال رو به پايين از حل       زمين، بعد از انتق   پوسته   ايستايي  همهم خوردن تعادل     هاز ب 

 كـه اسـتفاده از فـضاي بـدون     هد  د  مي نشان   GPS-levellingنتايج ما در تعيين ژئوئيد در ايران در مقايسه با ژئوئيد حاصل از              . است
 و  متـر   سـانتي  46 هلمـرت برابـر   -روش اسـتوكس   هدقت نسبي و مطلق حاصل از ژئوئيد ب       . بخشد   مي  روش هلمرت را بهبود    ،توپوگرافي

  . استمتر  سانتي45با براي روش استوكس هلمرت با استفاده از فضاي بدون توپوگرافي برابر 
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Abstract 

To solve the geodetic boundary-value problem the gravity anomalies have to be continued 
from the Earth's surface down onto the geoid surface. Helmert’s gravity anomalies 
(multiplied by the geocentric radius) are harmonic above the geoid. It is thus possible to 
use them in the Poisson solution of the inverse Dirichlet boundary value problem to get 
their values on the geoid. The downward continuation (DWC) of Helmert gravity 
anomalies has raised some criticism, however, originating from the suspicion that the 
anomalies, even though they are smoother than free-air and Faye anomalies, are still too 
rough to yield a reasonably good solution particularly for denser grid of gravity 
anomalies. 

No topography (NT) space is the gravity Earth's field after the removal of the 
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gravitational effect of the all masses above geoid. Vaníček et al., 2003 proposed the 
Spherical Complete Bouguer Anomaly (SCBA) as a 3D solid gravity anomaly that is 
suitable for DWC. The SCBA is a harmonic and smooth function that conforms to an 
accurate and stable downward continuation. The topography above the geoid contributes 
toward the high frequency portion of the free-air gravity anomaly on the Earth surface. By 
contrast, the SCBA is a smooth function because it is already corrected for the 
topographical effect. Hence, the Bouguer anomaly, especially the SCBA, is much 
smoother with attenuated high frequency content, compared to the Helmert anomaly. 

By the nature of the Downward Continuation (DWC) process, which amplifies high 
frequencies, the SCBA is better suited (Heck, 2003). However, in contrast to the Helmert 
anomaly (a free-air type), the SCBA involves the disturbed isostasic equilibrium of the 
crust on the mantle because of the removal of the topographical effect. This phenomenon 
results in a powerful low frequency content in the SCBA and a large indirect effect 
(PITE), ultimately amounting to a few hundred meters which is detrimental to the 
accuracy of the geoid solution. To reduce the large effect to a few decimeters, the SCBA 
on the geoid is transformed back to the Helmert space.  

In this paper we formulate the Stokes-Helmert BVP using No topographical space and 
SCBA in a three space scenario.  
1. transforming the observed gravity anomaly on the terrain to the NT space on the same 
position, 
2. downward continuation of the SCBA anomalies from the observation positions  to the 
geoid level, 
3. transforming the SCBA on the geoid to the Helmert space,  
4. evaluation of the co-geoid using the generalized Stokes integral, 
5. transforming the co-geoid back to the geoid. i.e., from Helmert’s space to the real 
space by applying the PITE. 

In theory, all different reductions yield the same result in geoid determination. We 
compared the geoid by NT deduced Stokes-Helmert method and geoid by Stokes-Helmert 
method in Iran. The long wavelengths part of geoid up to degree and order 180/180 is 
determined using the EGM08 model. As external evidence, the two gravimetric geoids 
were compared to the geometric GPS-levelling solution at 213 points. The RMS of 
differences between two geoids and GPS-levelling data are 46cm without any applying 
correction surface. However, the RMS of difference between two geoid models is about 
4cm and it can be reached up to 1.67meter in mountainous area.  
 
Key words: Stokes-Helmert, Precise geoid determination, Downward continuation, 

Bouguer, No topography space 
  
  مقدمه     1

 جاذبي كميـت مـشاهداتي شـتاب          روش  بهدر تعيين ژئوئيد    
ــولاً     ــه معم ــت ك ــين اس ــطح زم ــه در س ــه جاذب ــورت ب  ص

اطلاعـاتي  هـاي       جاذبه هواي آزاد در فايـل     هاي      هنجاري  بي
استفاده از روش اسـتوكس نيـاز بـه حـذف           . شود  عرضه مي 

) جـو شامل توپوگرافي و    (اثرات جاذبي توده بالاي ژئوئيد      
. دارد) مـرز (جـاذبي روي ژئوئيـد      هاي      هنجاري  بيتقال  و ان 

در اينجا يك فضاي مـدل كـه شـرايط رياضـي لازم بـراي               

ايـن فـضا    . تعيين ژئوئيد را دارا باشد موردنيـاز اسـت          مسئله
نزديـك  واقعـي   بايد تا حد امكان به فضاي فيزيكـي زمـين           

امكان برگشت بـه فـضاي واقعـي بعـد از           كه    طوري   به ،باشد
ونيچـك و   . باشـد وجـود داشـته      مقادير مـرزي       ئلهمسحل  

 فــضاي هلمــرت را براســاس تحكــيم    )1994(ك مارتينــ
عرضه ) مدل دوم تحكيم هلمرت   (توپوگرافي روي ژئوئيد    

ــد ــاي   از ويژيگــي. كردن ــاذبي   ه ــر ج ــضا حــذف اث ــن ف اي
ــوگرافي و  ــوتوپ ــادل  ج ــظ تع ــم، حف ــستايي ه ــان اي  و امك
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هـاي      هنجاري  بي. برگشت دقيق به فضاي واقعي زمين است      
ــاً   ــين تقريبـ ــطح زمـ ــرت در سـ ــر  هلمـ ــصوصياتي نظيـ  خـ

اثـرات جـاذبي محلـي    . هـواي آزاد دارنـد  هـاي      هنجاري  بي
 وجــود دارد كــه نوعــاًهـا    هنجــاري بــيتوپـوگرافي در ايــن  

 و   نوفـه خاصـيت تقويـت   به با توجه   . هستندزياد  هاي      بسامد
 انتقـال رو بـه       انتقال رو بـه پـايين،      فراينددر  زياد  هاي      بسامد

كوچـك ممكـن    هـاي       در گريـد  هاي      هنجاري  بيپايين اين   
  . همراه نداشته باشد هاست نتايج مطلوب را ب

بوگـه را در    هـاي       هنجـاري   بـي ونيچك ايده استفاده از     
 ،همكـاران تنـزر و    ( تعيين دقيق ژئوئيـد مطـرح كـرد          مسئله
 ،همكـــاران و چـــكي؛ ون2003 چـــك،ي؛ تنـــزر و ون2003
توپوگرافي و  (اثر جاذبي توده بالاي ژئوئيد      حذف   ).2004
فضاي نرم بوگه يا همـان بـدون توپـوگرافي را ايجـاد            ) جو 
هـاي      هنجـاري   بـي بوگه نـسبت بـه      هاي      هنجاري  بي. كند  مي

تــر و انتقــال رو بــه پــايين آنهــا   هــواي آزاد و هلمــرت نــرم
 تـوان   مـي  ن  فـضاي بـدون توپـوگرافي       از البته. استتر    آسان

مقــادير مــرزي   مــسئلهي مناســب بــراي حـل  فــضادرحكـم  
 ايـستايي   هـم هم زدن تعادل     هبا ب (زيرا اين فضا    كرد  استفاده  
  است شدهميزان زيادي از فضاي واقعي زمين دور         هب) زمين

در . و امكان بازگشت دقيق به فضاي واقعي زمين را نـدارد          
ــوان مــي اينجــا ــراي ايجــاد شــرايط   ت ــضاي هلمــرت ب  از ف

  .انتگرال استوكس بهره جستاده از با استفموردنياز 
بـدون توپـوگرافي در     هـاي       هنجـاري   بياز سوي ديگر    

بيرون از سطح زمين و در داخل توپوگرافي تا روي ژئوئيد           
هلمرت هاي      هنجاري  بيكه   پذير و نرم هستند درحالي      مشتق

 سـطحي در روي ژئوئيـد،       چگـالي علـت وجـود لايـه بـا          هب
 سـطحي باعـث     چگاليلايه با   وجود اين   . پذير نيستند   مشتق

  ).2003هك، ( شود ميغير نرم بودن فضاي هلمرت 
  
    در فضاي بدون توپوگرافيمقدار مرزي  مسئله    2

مقـدار    مسئلهبراي   )1998 (مارتينكدر اينجا از روشي كه      
ــتوكس  ــرزي اس ــتفاده  -م ــرت اس ــرده هلم ــره ك ــت به  اس

 مشاهده براي تعيـين ژئوئيـد جـاذبي       كميت قابل .  گيريم  مي
فاصـله   (H و ارتفـاع ارتومتريـك       g  گرانياندازه شتاب   

بـراي  ) سطح ژئوئيد در راستاي خط شاغولي تا سطح زمين        
ست كـه كليـه اثـرات        ا فرض ما اين  . نقاط روي زمين است   

 نــاچيز   گرانــيروي شــتاب اجــسام آســماني جــاذبي ديگــر 
ر مرزي غيرخطي با مرز آزاد براي تعيـين          مقادي  مسئله. باشد

 در خارج و داخل توپوگرافي از حل معادله           گرانيپتانسيل  
  ).1998 نك،يمارت(  ميسر استپواسونديفرانسيل 
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 مربــوط بــه   مركــز فــضايي زمــين زاويــه كــه در اينجــا، 
نقطــه  ,، G ،ثابــت گــرانش ــه اي    ســرعت زاوي
   مركـز   زمـين  مـتمم عـرض       پتانـسيل ژئوئيـد،      0Wزمين،

 tr.دارنـد    مي جرم زمين مقادير معلـو     Mو) عرض كروي (
ــعاع  ــينش ــز زم ــين و     مرك ــطح زم ــشاهداتي در س ــه م  نقط

( )gr Ω  براسـاس  .  ژئوئيد و مجهول اسـت       مركز  زمينشعاع
در غيـاب   .  كـروي اسـت    نهايـت   بـي  ميدان در    ،عادله آخر م

توده جـرم بـالاي ژئوئيـد و حـذف ميـدان گريـز از مركـز                 
 تبديل به معادلـه ديفرانـسيل لاپـلاس       ) 1(معادله ديفرانسيل   

 )هارمونيـك  (هماهنـگ شود كه جـواب آن يـك تـابع         مي
.  استفاده كرد    هماهنگ از خواص توابع     توان  مي است و لذا  

 ميـدان پتانـسيل جـاذبي بـدون         جـو پـوگرافي و    با حذف تو  
  :آيد   ميدست به (NT)توپوگرافي 
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ــه  )كـ , )r   ــالي ــرال در نقطـــه چگـ و  گيـــري انتگـ
( , , )L r r فاصله فضايي است :  

)4(                2 2 1/ 2( , , ) ( 2 cos ) .L r r r r rr       

   نيــز جــو اثــر جــاذبي  شــده  روابــط طــرح همــة در 
   لـذا منظـور از اثـر توپـوگرافي     . عمال شـود  بايد محاسبه و ا  

ــر  ــرماثـ ــاي  جـ ــهـ ــالاي ژئوئيـ ــوگرافي و بـ ــامل توپـ   د شـ
تـــوان مـــي اثـــر ميـــدان گريـــز از مركـــز را.  اســـتجـــو   

 حـذف  ،U، زمـين  )نرمـال (مرجـع  ميدان     گرانيپتانسيل  از  
 .كرد
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 روي زمـين      گرانـي كه مقادير مشاهداتي مـا انـدازه شـتاب          
   .است
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 نيز مجهول )ژئوئيد( مرز) 6(مسئله مقدار مرزي در 
براي تعيين ميدان پتانسيل  )6 (مسئله مقدار مرزي. است

بيشترين ). 1997 سكا،ي و متنكيمارت(   استغيرخطيزمين 

 0.1 در مقادير مرزي برابر غيرخطيهاي     عبارتاثر 
 روي متر ميلي است كه تاثيري در كمتر از كروگالمي

 از نظر صرفبا لذا ). 1998 نك،يمارت( ئيد داردارتفاع ژئو
   برابر )7 (در نهايت شرط مرزي غيرخطيهاي     عبارت
  :است با

)9(            
2

( , )

. ( )
1 .

t

t

t

NT T

r r

r r

g r

U T V
U

U





   
   
  

  

ــ ر اگـ
t

pr r
U 


   ــدان ــتاب ميـ ــع   گرانـــي شـ    مرجـ

 )1شــكل (باشــد موقعيــت نقطــه زمينــي در ســطح آن  pو 
  تخواهيم داش

)10(              
. ( )

1 .t

NT T
p

r r

p p
p

T V
g







  
   
 
 

  

  لذا در نهايت داريم
)11(                          ( ) .

t

NT T
p p

r r
g T V


     

  عمــال يني مــشتقات ارتفــاعي بــا شــعاعي و ا   جــايگزبــا 
ــ ي ناشــي از آنخطــا ــارت شــكل  هب ــصحيحي عب   h)(ت
  :داريم

)12(                   
   ( , ) ( , ) ,

t t

NT T

p p

r r r r

NT T
h t h t

T V
g

r r

T r V r



 

 

 
  

 

   

  

ــارتكــه  ــا هــاي     عب ــر اســت ب ــصحيحي براب و  چــكيون( ت
  )2004 ،همكاران

)13(                                 .
)(

2sin
2

1
)( 2

0 




 e
rh  

TV

r




   .دشو   مي ناميده(DTE) اثر مستقيم توپوگرافي 

)14(        
 

 

( , )

( , ) .

t

t

NT
NT

h t

r r

T
T

P P h t

r r

T
T r

r

V
g V r

r



 






 




     



 



 151                                                                     ...مسئله حلاستفاده از فضاي بدون توپوگرافي براي 

از  را )p نقطـه  ( نرمال روي زمين  گرانيشتاب در اين رابطه   
  روي بيـضوي   Q سري تيلور حول نقطـه       بسط اين شتاب به   

  . )1شكل  ( آورددست به

)15(   

2
2 3

2

2
2 3

2

2
2

2

2 2
2 3

2 2

1
( )

2

   ( )

1
( ) ( )

2

1
    = 

2

1
( )

2

P Q p p
Q Q

Q p
Q

P

Q

Q p
Q Q Q

p p

Q Q

h h O h
h h

N H
h

N H O h
h

N H N
h h h

H NH O h
h h

  





  

 

 
   

 


  




  



  
  
  

 
  

 

  

بـا فـرض تقريـب كـروي بـراي          .  ارتفاع ژئوئيد است   Nكه  
  :م داشت نرمال و براي مشتقات آن خواهي  گرانيشتاب 

)16(                          

2

3

2 2

2 2 4 2

2
2

6
6

GM

r
GM

h r rr

GM

h r r r



  

  



 
    

 
 

  
 

  

در بيـشترين   را  ) 15(كوچـك در    هـاي       عبارتحال اثر   
  :كنيم  مي بررسي) H=8000m و N=100m(حالت 

)17(                               

2
2

2

2
2

1
max

2

1 6
100 0.07

2

Q

N
h

Gal
r



 

  
  

 

  

)18(                         
 

2

2

2

max

6
100 8000 10

p

Q

NH
h

Gal
r



 

  
  

  

    

 ميكروگال براي تعيـين ژئوئيـد      10با توجه به حد دقت      
اثـر فـوق      از دو  توان  مي .كافي است  متر  سانتيبا دقت يك    

ــرف ــر صـ ــردنظـ ــواي آزاد  .  كـ ــديل هـ ــف تبـ ــا تعريـ    بـ

)Free air reduction ( 2
2

2

1

2Q Q

FA H H
h h

  
  

 
 

)2 برونزخطي و از رابطه  )gP

Q

T
N O T


 داريم :  

)19(          
2( ) ( )

( )

g

t

NT
PNT

h p
Q QP

T
T

P Q h p

r r

TT
T O T

r h

V
g FA V

r




 


 
  

 


     



  

 5/1فقــط  در رابطــه برونــز غيرخطــيهــاي     عبــارتاثــر 
  :، لذا)1996 ،ي علمدارينجف(  استمتر ميلي

)20(         

( )
( )

( )

g g

t

NT TNT
p pNT

h p
Q QP

T
T

P Q h p

r r

T VT
T

r h

V
g FA V

r




 


 
 

 


     



  

 حاصل مشتق   توان  مي  را  نرمال   گرانيگراديان ارتفاعي   
  .و تصحيح تقريب آن دانستشعاعي 

)21(                                      2
( )

Q Q Qh r 
 


 

   


  

  ):1999 ،همكاران و چكيون(  برابر است)(كه 

)22(              ( ) 2 cos 2 1/ 3m f
R            

  

  

  
  . هندسه تعريف شده در مسئله مقادير مرزي.1شكل 

  



 1391، 3، شماره 38مجلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                     152

2كه 3 /m a GM       همچنـين    . پارامتر ژئـودزي اسـتR ،
  وf ترتيب شـعاع متوسـط زمـين، عـرض ژئودتيـك و             ه ب

) 20(در  ) 21(عمـال   بـا ا  . فشردگي هندسـي بيـضوي اسـت      
  :داريم

)23(       

2
( ) ( )

2

( ) ( )

g g

g

t

g

NT
NT NT NT

h p P p
QP

T
T

P Q p
Qr r

T T
p h p

T
T T T

r r

V
g FA V

r r

V V





 



 



  




     



 

  

   گرانياز تفاضل شتاب     سطحي هواي آزاد     هنجاري  بي
   نرمـــال روي   گرانـــيواقعـــي روي زمـــين بـــا شـــتاب    

با در نظر گرفتن اختلاف ارتفاع      . شود   مي تعريفتلوروييد  
)نرمــــــال و ارتفــــــاع ارتومتريــــــك )N  رابطــــــه  

  هـواي آزاد در سـطح زمـين بـه شـكل زيـر در               هنجاري  بي
  .آيد  مي

)24(      P

FA
P Q P Q Ng g g FA C           

ــر   ــه اخي ــه در معادل Qنقط  ــرو تلوروي NCد اســت و ي  
 تصحيح ناشي از اختلاف ارتفاع ارتومتريك و نرمال است         

  ).1967 ز،ي و مورتزكاننيه(

)25(                                                


SB

N

g
C


  

  درنهايت . است  جاذبي بوگه سادههنجاري بي SBgكه 

)26(   

2
( ) ( )

2

( ) ( )

g g

Pg

t

Pg

NT
NT NT NT

h p p p
QP

T
FA T

Qr r

T T
h p N

T
T T T

r r

V
g V

r r

V V C



 

 

 





  




   



  

  

2
Pg

T

Q

V
r

  ) SITE(  توپــــوگرافي غيرمــــستقيماثــــر ثانويــــه 

    مـــسئلهخطـــي شـــده ط مـــرزي شـــر. شـــود   مـــيناميـــده
  زيـر در   صـورت   بـه استوكس در فضاي بـدون توپـوگرافي        

  :آيد  مي

)27(                    
2

( )

( ) ;

g

g

NT
NT NT

h p P
QP

NT NT
P

T
T T

r r

T g






  



  
  

)28(                   
2

( ) ( ) .

Pg

t

Pg

T
NT FA T

Qr r

T T
h p N

V
g g V

r r

V V C  





    



  
  

ــيكميــت NTgكــه ــدون  هنجــاري ب ــه در فــضاي ب  جاذب
) 28(در شــرط مــرزي . توپــوگرافي در ســطح زمــين اســت

 پتانسيل يك كميت منتسب به سـطح ژئوئيـد و           هنجاري  بي
براي اسـتفاده از    . مشتق شعاعي منتسب به سطح زمين است      

 شرط مـرزي را در روي ژئوئيـد         توان  ميانتگرال استوكس   
نظريــة (و يــا روي تلوروييــد ) كلاســيكروش اســتوكس (

در روش اسـتوكس نيـاز اسـت بـا          . منتقل كـرد  ) مالدنسكي
را روي  ) 28(انتقال به پـايين مقـادير مـرزي، شـرط مـرزي             

 مقـدار مـرزي      مـسئله بـر اسـاس حـل       . ژئوئيد تعريف كـرد   
 از حـل      هماهنـگ هـاي       ، انتقال رو به پايين كميـت      ديريكله

ــرال   ــونمعكــوس انتگ ــي پواس ــي عمل ــود  م ــه آاز. ش نجاك
 هنجـاري   بـي ( بوگه كامل كروي     هنجاري  بي ضرب  حاصل

 در  r  مركـز   زمـين در شـعاع    ) در فضاي بـدون توپـوگرافي     
 مقـدار   تـوان   مي  است   هماهنگفضاي بالاي ژئوئيد كميتي     

كميت در سطح ژئوئيد را با استفاده از مقادير آن در سطح            
  ).1967 تز،ي و مورزكاننيه( د آوردست بهزمين 

 
  

 
      

0

,

, , , ,

 ,  :                                  

,
4  

t

t

t

t

g

NT

NTg R K r R d

r r

g r

R
r


 



       

  

  

 


(29)

)كه  , , )K r R استپواسون كرنل :  

)29(                          
 

   
 

   

0

2 2

3

 ,  :    

, , ,

,
( , , , )

t

t

t

t

r R

K r R

r R
R

d r R





  

    

 


  

  

  ,t

NTg r  و ,NTg R   ــي ــاري ب ــههنج   جاذب



 153                                                                     ...مسئله حلاستفاده از فضاي بدون توپوگرافي براي 

ــوگرافي ــدون توپ ــد،  ب ــين و ژئويي ــه  در ســطح زم  زاوي
 مربوط به نقطه     مركز  زمين   فاصله فـضايي بـين      d و   ,

دو نقطــه  ,tr  ــري انتگــرال و نقطــه  گي ,gr  اســت . 
بـدون  هـاي       هنجـاري   بي اثر انتقال رو به پايين بر        DWCاگر

ــرزي   ــد، شــرط م ــوگرافي باش ــي را) 28(توپ ــوان م  روي ت
  :ژئوئيد نوشت

)30(                         
2

( )

( )

g

g

NT
NT NT

h P
QP

NT NT

T
T T

r r

T g DWC






  



   

   

هـايي      شرط مرزي كميت  هاي      مولفههمة  در اين حالت    
در روي سطح ژئوئيد هستند و شـرايط اسـتفاده از انتگـرال             

 با استفاده از انتگـرال      توان  مي  در اينجا  .ست ا استوكس مهيا 
) ژئوئيـد -كو(س ژئوئيد در فضاي بدون توپوگرافي       استوك

انتقــال از فــضاي بــدون توپــوگرافي بــه .  آورددســت بــهرا 
    مـستقيم اوليـه     عمال اثـر غير   فضاي واقعي زمين با ا(PITE) 

  :پذيرد   ميصورت

)31(                                                 g

T
pV

PITE


  
  
 فضاي هلمرتانتقال به     3

با -1: همراه با دو مشكل است) 31(استفاده از شرط مرزي 
حذف اثر جاذبي توده بالاي ژئوييد، موقعيت ژئوئيد 

يزان م هپتانسيل ب  سطح هممنزلة  به
TV

N


 جا هجاب 
شود كه با توجه به بزرگ بودن سهم پتانسيل   مي

تواند به چند صد متر    ميN، مقدارTVتوپوگرافي،
انتقال داده شده از هاي   هنجاري بيلذا لازم است . برسد

وئيد واقعي تا ژئوئيد در فضاي سطح زمين براي جدايي ژئ
با توجه به . تصحيح شوند) ژئوئيد-كو(بدون توپوگرافي 

بزرگ بودن اين تصحيح خطاهاي موجود در محاسبه آن، 
هم  ه با ب-2. توجهي بر ژئوئيد خواهد گذاشت  اثر قابل

 در فضاي بدون توپوگرافي، ايستايي همخوردن تعادل 
مكن است اين لذا م.  بزرگ خواهد بودPITEتصحيح 

  .  نباشدعملي دقيق صورت بهانتقال 
د توان مي استفاده از تحكيم توپوگرافي روي ژئوئيد

لذا . حل مناسب براي حل دو مشكل بالا باشد  يك راه
 تحكيم جوعمال اثرات جاذبي توپوگرافي و  با اتوان مي

 زمين را برقرار و ايستايي همشده روي سطح ژئوئيد تعادل 
در اين حالت امكان . ستقيم را كوچك كردم اثرات غير

بازگشت دقيق از اين فضا به فضاي واقعي زمين وجود 
انتقال از فضاي بدون توپوگرافي به فضاي هلمرت با . دارد

عمال اثرات جاذبي مستقيم و غيرمستقيم توپوگرافي و اجو 
  .درس  ميانجام به تحكيم شده روي ژئوئيد

)32( ( , ) 2
( , ).g

g

C
H NT C
g

gr r

V r
g g V R

r r


 
     


  

 پتانسيل توپوگرافي تحكيم شده روي ژئوئيد CVكه 
  .)همان مرجع(است

)33(                          
0

2 ( , )
.

( , , )
C r

V GR d
L R r




   
   

( , )r  سطحي كه با شرط حفظ مركز جرم چگالي 

 .شود   ميزمين و يا حفظ جرم زمين تعيين
CV

r




 و 
2

g

C
p

g

V
r

 اثر مستقيم توپوگرافي تحكيم شده و اثر 

 نك،يمارت( توپوگرافي تحكيم شده استثانويه  غيرمستقيم
1998.(  

هلمرت لازم -شرايط مرزي استوكسبراي حل مسئله 
-به سطح كو  جاذبه هلمرتهنجاري بياست كه مقادير 

 منزلة بهژئوئيد -در اينجا كو. ژئوئيد هلمرت منتقل شوند
 مقادير درحكممنتقل شده به آن هاي   هنجاري بيمرز و 

  . مرزي خواهند بود
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هاي   بلند ژئوئيد توسط دادههاي   تعيين طول موج
لذا . است )biased (اوريب) روش استوكس( جاذبه زميني

از كه   طوري  بهو زميني اي   از تلفيق اطلاعات ماهواره
در قالب ضرايب ژئوپتانسيل از اي   اطلاعات ماهواره

بلند هاي  موجبراي تعيين طول كم    هماهنگدرجات 
جاذبه زميني براي تعيين طول هاي   هنجاري بيژئوئيد و از 

ارتفاع ژئوئيد و يا كوژئوئيد ) محلي(كوتاه هاي  موج
  . شود   مياستفاده

ح ژئوئيد  نظير سطپتانسيل همژئوئيد هلمرت سطح -كو
هندسي اين دو سطح جدايي . استدر فضاي هلمرت 

)  گرانيناشي از اختلاف پتانسيل  )t cV V زمين واقعي 
عمال  با اhNژئوئيد-ارتفاع كو. استبا زمين هلمرت 

  ،با فرمول N به ارتفاع ژئوئيد PITEN تصحيح

)35(                         ( ( , ) ( , ))
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   .شود مي تبديل 
  
  اسبات عددي مح   4

ده از فـضاي    با استفا تعيين ژئوييد براي منطقه مركزي ايران       

  بـــدون توپـــوگرافي و مقايـــسه آن بـــا روش هلمـــرت در  
  مـــورد ارتفـــاعي هـــاي   داده. دگيـــر  مـــيصـــورتاينجـــا 

   ،ارتفـــاعيهـــاي   دادهشـــامل بـــراي محاســـبات اســـتفاده 
ــو ــدلي رقــ ــين   ميمــ ــام،SRTM زمــ ــا گــ ــاي    بــ   و  3هــ

ــاعي   ــدل ارتفـ ــانيمـ ــام   ETOPO5 جهـ ــا گـ ــه 5بـ    دقيقـ
ــت ــين داده. اس ــاي   همچن ــاذبي ه ــامل ج ــه 22156ش    نقط

مـورد اسـتفاده قـرار       BGI و موسـسه     بـرداري     نقـشه ازمان  س
   .گرفت

ــاري بـــي ــوگرافي در هـــاي   هنجـ ــاذبي بـــدون توپـ   جـ
ــه   ــين از رابط ــطح زم ــه) 27(س ــيدســت ب ــد   م ــن . آي   در اي

  شــامل (رابطــه اثــرات عمــده اثــر مــستقيم توپــوگرافي      
ــارت ــه و   عب ــارت بوگ ــاهمواري  عب ــر )  ن ــستقيمو اث    غيرم

     عبـــــارت اثـــــر مـــــستقيم 2شـــــكل . ثانويـــــه اســـــت
ــوگرافي   ــاهمواري توپ ــه  را ن ــه ب ــصحيحك ــوگرافيت   توپ

)Terrain correction(  ــشان ــت ن ــوم اس ــي موس ــد   م . ده
   ثانويــــه توپــــوگرافي نيــــز غيرمــــستقيمهمچنــــين اثــــر 

با محاسبه كليـه اثـرات      . ش داده شده است   ي نما 3در شكل   
بــدون ســطحي  هــاي  هنجــاري بــي) 27( نــامبرده در فرمــول

 شـكل (شـود     مـي   محاسـبه  )بوگه كروي كامل  (توپوگرافي  
4(.  

  

  
 Min= -1.892, Max= 42.374, Mean= 1.846 and STD= 4.381 در سطح زمينبر شتاب جاذبهرافي گوپناهمواري توناشي از  اثر جاذبي .2 شكل

mGal.  
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  .Min= 141.016, Max= 175.645, Mean= 156.21 and STD= 8.161 mGal در سطح زمين (SITE) توپوگرافي غيرمستقيمثانويه  اثر .3 شكل

  

  
 =Min= -136.516, Max= 220.629, Meanسطح زميندر )  در فضاي بدون توپوگرافيهنجاري بي(بوگه كامل كروي هاي   هنجاري بي .4 شكل

32.4964 and STD= 47.1775 mGal.  
  

ــايين  ــه پ ــيانتقــال رو ب ــدهــاي   هنجــاري ب ون جــاذبي ب
) 29رابطـه    (پواسـون توپوگرافي از حل معكـوس انتگـرال        

هـا      هنجـاري   بـي با توجه به نرم بودن ايـن        . گيرد  صورت مي 
هـاي      هنجـاري   بيآنها كمتر از ساير     انتقال رو به پايين     سهم  

 سـهم   5شـكل   . ديگر نظير هواي آزاد و يـا هلمـرت اسـت          
افي جاذبي بدون توپـوگر هاي    هنجاري  بيانتقال رو به پايين     
  . دهد   مي ژئوئيد نشانرويرا از سطح زمين 

علت دور    طوركه در بخش قبل بدان اشاره شد، به         همان
بودن فضاي بدون توپوگرافي از فضاي واقعي زمين، اثرات       
غيرمستقيم در اين فضا بسيار بزرگ و محاسبه آنها تـوام بـا             

كنيم كه اثـر جـاذبي          لذا در اين مرحله سعي مي     . خطا است 
افي حذف شده را با اثـر جـاذبي توپـوگرافي را در             توپوگر

قالب يك لايه تحكيم شده روي ژئوئيد با چگالي سـطحي           
 را بـه فـضاي       جايي مـسئله    اين جابه . مناسب جايگزين كنيم  
  تــرين اثــرات جــاذبي در  بــزرگ. كنــد  هلمــرت منتقــل مــي

  انتقـــال بـــه فـــضاي هلمـــرت، اثـــر مـــستقيم توپـــوگرافي  
  گيـري    شـعاع انتگـرال   (نزديـك   تحكيم شده براي فواصـل      

  ) 35رابطــه (و اثــر جــاذبي ثانويــه غيرمــستقيم )  درجــه3تــا 
   آورده شــده 7 و 6هــاي  اســت كــه مقــادير آنهــا در شــكل

  . است
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- =Min= -22.968, Max= 11.596, Mean بدون توپوگرافي از سطح زمين تا روي ژئوئيدهاي   هنجاري بي سهم انتقال رو به پايين براي .5 شكل

0.177494 and STD= 1.36619 mGal.  
  

  
  .Min= -3.816, Max= 5.194, Mean= -0.119331 and STD= 1.103 mGal  اثر مستقيم توپوگرافي تحكيم شده در سطح ژئوئيد.6 شكل

  
با اعمـال اثـرات جـاذبي توپـوگرافي تحكـيم شـده بـر               

ــي  ــه بـ ــد بـ ــطح ژئوئيـ ــوگرافي،   سـ ــدون توپـ ــاري بـ هنجـ
. شـود     لمرت در سطح ژئوئيد حاصل مـي      هاي ه     هنجاري  بي

توان بدون استفاده از فضاي بدون توپـوگرافي          همچنين مي 
هـاي هلمـرت را در سـطح            هنجـاري   صورت مستقيم بي    و به 

زمين محاسبه كرد و سپس با انتقال رو به پايين مقادير آنهـا            

لحـاظ نظـري    هر دو فرايند به   . دست آورد   را روي ژئوئيد به   
ــا ا  ــستند ام ــي يكــي ه ــايين ب ــه پ ــال رو ب ــاي   هنجــاري نتق   ه

. گيــرد تـر و بــا خطـاي كمتــري صـورت مــي    بوگـه راحــت 
هلمرت مستقيم و هلمـرت بـا       (هنجاري    اختلاف اين دو بي   

   آورده 8در شــكل ) اســتفاده از فــضاي بــدون توپــوگرافي 
  .شده است
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 Min= 141.032, Max= 175.816, Mean= 156.254 and STD= 8.189  در سطح ژئوئيد(SITE) توپوگرافي غيرمستقيماثر ثانويه  .7 شكل

mGal..  
  

  
 ,Min= -107.532, Max= 94.485 هلمرت مستقيم در سطح ژئوئيدهنجاري بي بوگه و هنجاري بي هلمرت تبديل شده از هنجاري بياختلاف بين . 8 شكل

Mean= -0.457 and STD= 11.114 mGal.  
  

و به پايين اسـت  موجود مربوط به انتقال ر تفاوت  عمده  
ــوگرافي فراينــدكــه ايــن  ــدون توپ ــر  راحــت در فــضاي ب ت

اثر اين اخـتلاف بـر ارتفـاع        بررسي   براي   .گيرد  صورت مي 
 180يافتــه اســتوكس تــا درجــه   ژئوئيــد، از انتگــرال تعمــيم

  .استفاده كرديم

)36(   
 

 
 

180

3

,

4 ,

H
NT

H
class gL

H
NTded g

N

g rR
S d

g r








 



   
  
   


  



 1391، 3، شماره 38مجلة فيزيك زمين و فضا، دوره                                                                     158

 
 Min= -1.766 , Max= 0.643 )متر: واحد( گرافيپو اختلاف بين ژئوئيد حاصل از روش هلمرت كلاسيك و هلمرت با استفاده از فضاي بدون تو:9 شكل

Mean= -0.075 and STD= 0.203 meter.  
  

 .)مقادير به متر است   تمامي (NT آماري مقايسه دو ژئوئيد هلمرت كلاسيك و هلمرت با استفاده از فضاي  پارامترهاي.1جدول 

RMS STD Mean Max Min  

0.449 0.449 -0.026 2.143 ١.۴١٧- NGPS-Levelling-NNT-deduce 

٠.۴۶٠ ٠.۴۶٢.٠٨ -٠.٠٢٨ ٠۵ ١.۶٠١- NGPS-Levelling-NHClassic 

  
Hكه  

NTN           ،اختلاف ارتفـاع ژئوئيـد حاصـل از دو روش 
H
classg   و H

NTdedg هـاي هلمـرت مـستقيم و           هنجاري   بي
 ميــزان 9شــكل . بــا اســتفاده از فــضاي توپــوگرافي هــستند

براسـاس  . دهـد     نشان مي ) 37(جدايي دو ژئوئيد را از رابطه       
ــيايــن شــكل اخــتلاف م  ــين دو ژئوئيــد در حــد    عن داري ب

همچنـــين در . هـــا وجـــود دارد متـــر در كوهـــستان دســـي
هــا، اخــتلاف ژئوئيــد حاصــل از روش هلمــرت   كوهــستان

كلاســـيك و روش هلمـــرت بـــا اســـتفاده فـــضاي بـــدون 
  . توپوگرافي منفي و در مناطق پست مثبت است

كارايي استفاده از فضاي بدون توپوگرافي براي تعيـين         
 حاصل از آن با ژئوئيـد        از مقايسه ژئوئيد   توان  مي ژئوئيد را 

.  بررســي كــردGPS-Levellingهندســي حاصــل از نقــاط 
ــوج    ــول م ــهم ط ــدا س ــد، ابت ــين ژئوئي ــراي تعي ــاي   ب ــد ه بلن

 تـا   EGM08 مـدل از  هـا       داده هلمـرت از روي      هنجـاري   بي

سـپس از حـل انتگـرال        .محاسبه شد  180/180مرتبه  /درجه
-كلـوزبرگ كـو   - ونيچـك    شرو  بهاستوكس اصلاح شده    

كوژئوئيـد  كـردن   بـا اضـافه     .  آمد دست  به مانده  باقيژئوئيد  
، ژئوئيـد   (PITE) اوليـه    غيرمـستقيم  و برگرداندن اثر     مرجع

پارامترهــاي  1در جــدول . محاســبه شــددر فــضاي واقعــي 
 هندسي حاصل از ژئوئيدآماري مقايسه دو ژئوئيد نسبت به      

 .دهــد   مــينــشانرا موجــود  GPS-levelling  نقطــه213
هلمـرت بـا    -اساس، ژئوئيد حاصل از روش استوكس       اينبر

ــضاي  ــتفاده از فـ ــا NTاسـ ــسه بـ  GPS-levelling در مقايـ
 متـر   سـانتي  2ميـزان    ه مطلق و نسبي دقت بهتري ب ـ      صورت  به

ــد اســتوكس   ــه ژئوئي ــسبت ب  .دارد هلمــرت كلاســيك –ن
دهد كه دقت ژئوئيد حاصـل از مـدل      مي محاسبات ما نشان  

EGM08           متـر   سـانتي  58 در قياس با ژئوئيـد هندسـي فـوق 
 مدل ژئوئيد EGM08با   مقايسه گفت در    توان  مي لذا. است
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. حاضر در قيـاس بـا ژئوئيـد هندسـي خطـاي كمتـري دارد              
  ). متر سانتي 13حدود ( هرچند مقدار بهبود اندك است 

  
  گيري نتيجه    5

هلمــرت بــا -مقــدار مــرزي اسـتوكس   مـسئله در ايـن مقالــه  
اسـتفاده از   . ستفاده از فضاي بدون توپوگرافي مطـرح شـد        ا

 رويجـاذبي   هـاي       هنجـاري   بـي اين فضا انتقال رو به پـايين        
ايـن  . سـازد    مي پذير  انكامبيشتر  تر و با دقت       ژئوئيد را ساده  

ــسئله ــ  مـ ــايين     ه بـ ــه پـ ــال رو بـ ــادير انتقـ ــوح در مقـ وضـ
 شـود    مـي جـاذبي بـدون توپـوگرافي ديـده       هاي      هنجاري  بي

ل رو به پايين در ايـن فـضا نـسبت     ازيرا سهم انتق  . )5شكل  (
اگرچه اسـتفاده از ايـن فـضا        . به فضاي هلمرت كمتر است    

با فاصله كم   جاذبي  هاي      هنجاري  بيبراي انتقال رو به پايين      
 هنجــاري هــاي بــي  موردنيــاز در داده( دقيقــه 1مثــال بــراي 

اصـل  مناسب است، اما مقايـسه ژئوئيـد ح   ) جاذبي در آينده  
 نشان از بهبـود دقـت       GPS-levellingاز اين روش با نقاط      

هلمـرت  -نسبي و دقت مطلق در قيـاس بـا روش اسـتوكس           
همچنين اختلاف ژئوئيـد بـين دو روش در     . كلاسيك دارد 

  . ها است كوهستان در متر دسيحدود 
يك نكته در مقايـسه بـين ژئوئيـدهاي فـوق بـا ژئوئيـد               

ي دو  متـر   دسـي ف  هندسي اين اسـت كـه بـا وجـود اخـتلا           
ژئوئيد همچنان در مقايسه با ژئوئيد هندسي نتـايج نزديـك           

موجـود و در    هـا       دادهبـزرگ   اين نكته ناشي از گـام       . دارند
گام محاسبات در اين مقاله بـا       . نتيجه ژئوئيد خروجي است   

هـاي      توجه به خـالي بـودن منـاطق وسـيعي از ايـران از داده              
 يـابي   درونخطاي    ئلهمساين  .  دقيقه انتخاب شد   10 ،جاذبي

زيادي در تعيين ژئوئيـد جـاذبي در موقعيـت نقـاط ژئوئيـد              
رو اختلاف دو ژئوئيد حاصـل        ازاين. كند   مي هندسي ايجاد 

از فــضاي بوگــه و هلمــرت در مقايــسه بــا ژئوئيــد هندســي 
  . شود   نميآشكار

قوت استفاده از فضاي بدون توپوگرافي در تعيين دقيق      
البته در  . استتر    دقيقو  تر    راحت پايين   ژئوئيد، انتقال رو به   

شبكه محاسباتي  بزرگ  موردي اخير با توجه با گام       بررسي  
لـذا اسـتفاده از     .  پايدار اسـت    انتقال رو به پايين كاملاً      مسئله

اين روش براي تعيين ژئوئيـد دقيـق در منـاطقي كـه داراي              
آوري شـده بـراي     نظير اطلاعـات جمـع   (هستند  زياد  تراكم  

  .شود   ميتوصيه) اكتشافيمقاصد 
  

  منابع
Heck, B., 2003, On Helmert methods of 

condensation, Journal of Geodesy, 77, 155-
170. 

Heiskanen, W. H. and Moritz, H., 1967, Physical 
geodesy, San Francisco, W. H. Freeman and 
Co. 

Martinec, Z., 1998, Boundary-value problems for 
gravimetric determination of a precise geoid, 
Heidelberg, Springer. 

Martinec, Z. and Matyska, C., 1997, On the 
solvability of the Stokes pseudoboundary 
value problem for geoid determination, 
Journal of Geodesy, 71, 103-112. 

Najafi-Alamdari, M., 1996, Contributions towards 
the computation of a precise regional, Geoid, 
University of New Brunswick. 

Tenzer, R., Novac, P., Janak, J., Huang, J., Najafi-
Alamdari, M., Vajda, P. and Santos, M., 2003, 
A review of the UNB Stokes-Helmert 
approach for precise geoid determination in 
honoring the academic life of Petr Vanicek, 
M.Santos (Ed). 

Tenzer, R. and Vaníček, P., 2003, New results for 
UNB geoid, Poster presentation CGU annual 
meeting, Banff. 

Vanícek, P., Huang, J., Novak, P., Pagiatakis, S., 
Veronneau, P., Martinec, Z. and Featherstone, 
W., 1999, Determination of the boundary 
values for the Stokes-Helmert problem, 
Journal of Geodesy, 73(4), 180-192. 

Vaníček, P. and Martinec, Z., 1994, The Stokes-
Helmert scheme for the evaluation of a precise 
geoid, Manuscripta Geodaetica, 19, 119-128. 

Vanícek, P., Tenzer, R., Sjoberg, L., Martinec, Z. 
and Featherstone, W., 2004, New views of the 
spherical Bouguer gravity anomaly, 
Geophysical Journal International, 13, 460-
472. 

 
 


