
 992-903، صفحة 1431، بهار 1، شماره 34فيزيك زمين و فضا، دوره 

 فشردۀ مرتبۀ چهارمکورمک عمق با روش مکحل عددی معادلات آب کم
 

 3بیدختی یاکبریعلو عباسعلی  2مجید مزرعه فراهانی، *2سرمد قادر، 1رسول میرزائی شیری

 
 ایران ،دانشگاه تهرانژئوفیزیک مؤسسۀ ، هواشناسی دکتریدانشجوی . 1

 ایران ،ژئوفیزیک دانشگاه تهرانمؤسسۀ گروه فیزیک فضا، ، . دانشیار2
 ایران ،ژئوفیزیک دانشگاه تهرانمؤسسۀ گروه فیزیک فضا، استاد،  .3

 (22/2/95، پذیرش نهایی: 13/11/94)دریافت: 

 

 دهکیچ

 یسازگسستهپردازد. می عمقعددی شکل پایستار معادلات آب کمچهارم برای حل مرتبۀ کورمک فشرده کار حاضر، به اعمال روش مک
اصلی  یهاروشو پیمایش زمانی این روش نیز، با  4/4و  2/4 یهانامبا دو طرحواره به  فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکمکانی روش 

های از روش ، با استفادهاستدارای حل تحلیلی  که یبعدکی معادلۀ فرارفت یعنی،خطی، معادلۀ سادۀ  یک. شوندیمکوتا معرفی -و رونگ
کوتا حل -زمانی اصلی و رونگ یهاشیمایپ، با 4/4و  2/4 یهاطرحوارهبا  فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکدوم و مرتبۀ کورمک مک

ری . این مقایسه، برتشود، با یکدیگر مقایسه میتینهایبقدرمطلق، مربع و  یهانرُمها، با استفاده از شده و مقادیر خطای کلی آن
 عمقآب کم معادلات شکل پایستار ادامه در .دهدیمنشان  مرتبۀ دومبه روش  از نظر دقت عددی، ،را فشردۀ مرتبۀ چهارم یهاروش

، حل شده و نتایج آن نیز برای دو آزمون موردی که توسط محققان دیگر، با هاروش، با استفاده از این و غیرخطی در حالت دوبعدی
آمده نشان از عملکرد مناسب روش دستبهکمی و کیفی نتایج  ۀ. مقایسشودیم، مقایسه اندشدهعددی حل  طوربه و دیگر یهاروش
 4/4 ۀدر طرحوار مرتبۀ چهارمی کوتا-ونگکه پیمایش زمانی ر دهندیمهمچنین نتایج نشان . دارد فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

 دارد. یترمناسب یهاپاسخدر این کار،  شدهاعمال یهاروش ۀبقی در مقایسه با، چهارمفشردۀ مرتبۀ  کورمکمکروش 
 

 .عمقکممعادلات آب  ،کوتا-رونگ، دقت عددی، فشرده کورمکمکروش : یدیلک یهاواژه

 

 مقدمه .1

 ۀشارحرکت یک  ۀکنندانیب عمقکممعادلات آب 

که ترازمندی  استبا چگالی ثابت  یاهیلاکی

هیدروستاتیک با تقریب خوبی در آن برقرار است. این 

شناسی کاربرد معادلات در مباحث هواشناسی و اقیانوس

در مورد جو خشک و بدون  عمقکممعادلات آب  دارند.

 ۀمعادلاصطکاک، با چگالی ثابت، معادلات تکانه و 

 نتوایمها آن شوند که با استفاده ازشامل می پیوستگی را

د تاوایی و مانن ییهاتیکم، ارتفاع ژئوپتانسیلی و باد سرعت

یکی از  کرد. ینیبشیپبعد  یهازمانتابع جریان را در 

 ۀسیمقاکاربردهای این معادلات برای حل عددی و توسعه و 

البته در کار حاضر از شکل ؛ باشدجدید می یهاتمیالگور

برای  شود.پایستار این معادلات برای حل عددی استفاده می

های مختلف حل عددی شکل پایستار این معادلات، روش

 ،ونعنوان مثال گوستافسعددی به کار گرفته شده است )به

 ؛1797 ،ناون و ریفاگن؛ 1711 ،هوگتون و همکاران؛ 1791

 (.1831 ،قادر و اصفهانیان

ها آن ویژه شکل پایستاربهو  عمقکممعادلات آب 

مختلف عددی حل  یهاروشتوسط محققان بسیاری به 

با روش  )1711(شده است. مثلا هوگتون و همکاران 

 گوستافسون .انددهکروندروف این معادلات را حل  -لکس

 ADI (Alternating Direction ( با روش1791)

Implicit)،  این معادلات را حل نمود و ناون و ریفاگن

 ،ضمنی ۀفشردچهارم  ۀمرتب( با استفاده از روش 1797)

 . در سطح ملیاندکردهاین معادلات را حل شکل پایستار 

 sghader@ut.ac.irail: m-E  نگارنده رابط:*
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( این معادلات را با استفاده از 1831نیز قادر و اصفهانیان )

 .داندهکرحل  βصفحۀ ششم روی  ۀمرتب ۀابرفشردروش 

سمت افزایش دقت در های اخیر گرایش بهدر سال

های جوی و اقیانوسی با توجه به سازی عددی شارششبیه

ها وجود دارد، فراوانی که در این شارش یهایدگیچیپ

های فشرده با توجه به کارایی افزایش یافته است. روش

 ها در سایرسازی عددی حرکت شارهمناسبی که در شبیه

اند، در ها از خود نشان دادههای دینامیک شارهشاخه

مله اند )از جهای اخیر مورد توجه قرار گرفتهتحقیقات سال

 ،چلیالحجه و درمحب ؛5001 ،ارانکهم و انیاصفهان

(. 5011 ،نوردشتروم و قادر ؛5007 ،قادر و همکاران؛ 5009

 یمرکز یهاروش نوع از فشرده یهاروش اغلب البته

  .هستند

نیز برای اولین بار توسط شخصی  کورمکمکروش 

عنوان مثال هافمن، ابداع شد )به 1717به همین نام در سال 

کورمک ( روش مک5000(. هیکسون و ترکل )5001

را معرفی کردند و عملکرد آن را برای  فشردۀ مرتبۀ چهارم

با این روش  ،(1839چند مسئله مدل نشان دادند. فلاحت )

جو  ریپذتراکمروستاتیک و شکل پایستار معادلات غیرهید

تنظیم راسبی غیرخطی  ۀمسئلده است. کررا حل  دررویب

( با 1837ناپایای دوبعدی نیز توسط قادر و همکاران )

و همکاران  نژادجوان استفاده از این روش حل شده است.

 و دوبعُدی ریپذتراکم معادلات پایستار شکل( نیز 1871)

 فشردۀ کورمکمکجو را با استفاده از روش  ییستایاناآب

 . انددهکر، حل مرتبۀ چهارم

کارگیری روش مک کورمک هدف کار حاضر، به

برای حل عددی شکل پایستار معادلات  فشردۀ مرتبۀ چهارم

فشردۀ بندی روش . فرمولاست دوبعدی عمقآب کم

ای است که صورت دونقطهبه مرتبۀ چهارمکورمک مک

تواند در کاهش حجم دقت روش میافزایش همزمان با 

 فشردۀهای چراکه مانند روش ؛محاسبات نیز مؤثر باشد

مرکزی نیازی به وارون کردن یک دستگاه معادلات 

 نیست.  قطری )یا با تعداد قطرهای بیشتر(سه

 

 عمقکممعادلات آب  .9

ابطه ر صورتبهدوبعدی  عمقکممعادلات آب شکل بسیط 

 (:5001 ،ولیسمثال  عنوانبه) دشویمنوشته  (1)
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به  توانیمدوبعدی را  عمقکمشکل پایستار معادلات آب 

 ،)هُگتون و همکاران نوشت (5)رابطه صورت برداری 

1711): 
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، نشانگر Tبالانویس، شتاب گرانی است و gکه در آن 

 بیترتبه ،vو  uاست و  ، بیانگر ارتفاعhترانهاده است. 

. باشندیم یالنهارنصفمداری و  یهاسرعتۀ دهندنشان

. شکل دهدیم، پارامتر کوریولیس را نشان fهمچنین، 

 توانیمرا نیز  یبعدکی عمقکمپایستار معادلات آب 

 نوشت: (8)رابطه برداری  شکلبه
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 کورمكمك روش .4

 کورمكمكپيمايش زمانی روش . 1. 4

 :میریگیمزیر را در نظر  یبعدکیموج معادلۀ 

(4)  F

t x

 
 

 
0 

این معادله، با استفاده از پیمایش زمانی  یسازگسستهبرای 

و پیشگومرحلۀ در دو  کورمکمکاصلی روش 



 911 ... کورمكعمق با روش مكمعادلات آب کمحل عددی  

 :شودیماستفاده  (1( و )1) یهارابطهاز  بیترتبه اصلاحگر،

(1)  * n F n
j j jtD F     

 
 

(1)  1 * *n n B
j j j jtD F         

   

1
2

 

ل مشتق او ۀشکل گسست ۀدهندنشان Dنماد  هارابطهدر این 

بودن روش و بالانویسسوشیپ Fو بالانویس است مکانی

B همچنین، بالانویس  .دهدیمبودن آن را نشان سوپسn 

اندیس نقاط روی شبکه را  jتراز زمانی و زیرنویس 

در تراز  مقدار موقتی کمیت  * . بالانویسکندیممشخص 

 ۀپیشگو است که در مرحل ۀحاصل از مرحل 1nزمانی 

 .شودیماصلاحگر، تصحیح 

با استفاده از روش  4ۀ برای حل عددی معادل

تا از کو-و با استفاده از پیمایش زمانی رونگ کورمکمک

 ،)هیکسون و ترکل شودیماستفاده  (18تا  9)معادلات 

5000.) 

(9)    1 F nH tD F   
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(10)     4 3
4

B nH tD F H    
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 ارائه شده است. 1مقادیر ضرایب این معادلات در جدول 

در روش  .ندهستنمادها مشابه با قبل  18تا  9 یهارابطهدر 

LDDRK4-6  با کمک ضرایب  یامرحلهدو چرخۀ از یک

 که صورتبه این  ؛شودیماستفاده  1این روش در جدول 

اول این پیمایش زمانی و در گام مرحلۀ در یک گام زمانی، 

 .شودیمگرفته  کاربهدوم آن مرحلۀ زمانی بعدی، 

 ت به صور توانیمشکل پایستار معادلات دوبعدی را 

 نمایش داد: (14رابطه )

(14)    
 

F E
G
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این معادله، با استفاده از پیمایش زمانی  یسازگسستهبرای 

پیشگو و مرحلۀ در دو  کورمکمک یهاروشاصلی 

 :شودیماستفاده  (11( و )11) یهارابطهاصلاحگر، از 
 

 

 (.2222 ،و ترکل کسونی)ه کورمکمک یهاروشکوتا مربوط به -ضرایب پیمایش زمانی رونگ .1جدول

  LDDRK4-6 دوم مرحلۀ LDDRK4-6  اول مرحلۀ RK4 RK2  
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0/165142 0 0 0 6 
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یهاسیرنویز، نمادها مشابه با قبل هستند و هارابطهدر این 

i  وj  اندیس نقاط شبکه در راستای محورهایx  وy  را

 .کنندیممشخص 

با استفاده از روش  (14) ۀبرای حل عددی معادل

 )کوتا از معادلات -با پیمایش زمانی رونگ کورمکمک

 :شودیماستفاده  (58تا  19
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 نیز نمادها مشابه با قبل هستند. (58تا  19) یهارابطهدر 

که مشتق را محورهایی  yو  x یهاسیرنویزهمچنین، 

 .کنندیممشخص ست، مکانی در آن راستا
 

، در روش سوپسو  سوشيپعملگرهای مشتق . 9. 4

 کورمكمك

، مشتقات اول مکانی مرتبۀ دوم کورمکمکدر روش 

های طهراب صورتبهو  هستند اولمرتبۀ از  سوپسو  سوشیپ

 :شوندیمبیان ( 51و ) (54)

(54)   j jFD
x

 


 




1 

(51)   j jBD
x

 







1 

، سوپسو  وسشیپ ۀیسوکیمشتق اول مکانی گسستۀ شکل 

طرحوارۀ ، در فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکدر روش 

، استشده( معرفی 5000، که توسط هیکسون و ترکل )5/4

 :شودیمبیان  ( 59و ) (51های )رابطهبه صورت 

(51)    F F
j j j ja D aD F F

x
    


1 1

1
1 

(59)    B B
j j j ja D aD F F

x
    


1 1

1
1 

ۀ رابطبرابر مقدار ثابتی است و از  a، نماد هارابطهدر این 

 :دیآیم دستبه (53)

(53) a  
1 1
2 2 3

 

حاکم باشد،  یاردورهیغ، شرایط مرزی یامسئلهاگر در 

شرایط مرزی برای مرزهای راست و چپ مربوط به 

 خواهدبود: (85تا  57)مطابق روابط  BDو  FDعملگرهای 

(57) 
1 1 2

3 4 5

FD F F
x

F F F

    
         
    

     
          

      

1 25 17 3 25 3
4

12 36 18

3 3 4 13 3 1 5 3
3

2 3 18 4 36
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2 3 4

F
m m m

m m m

D F F
x

F F F



  

   
       
    

     
          

      

1 25 17 3 25 3
4

12 36 18

3 3 4 13 3 1 5 3
3

2 3 18 4 36

 

(81) 
1 1 2 5

3 4

BD F F
x

F F F

    
         
    

     
          

      

1 25 17 3 25 3
4

12 36 18

3 3 4 13 3 1 5 3
3

2 3 18 4 36
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2 3 4

B
m m m

m m m

D F F
x

F F F



  

   
       
    

     
          

      

1 25 17 3 25 3
4

12 36 18

3 3 4 13 3 1 5 3
3

2 3 18 4 36

 

روی مرز سمت چپ نقطۀ  ،1 ، زیرنویسهارابطهدر این 
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روی مرز سمت راست شبکه را نقطۀ ، mشبکه و زیرنویس

 .دهندیمنشان 

و  سوشیپ ۀیسوکیمشتق اول مکانی گسستۀ شکل 

، در فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکدر روش ، سوپس

 یهارابطهنیز در ( 5000)هیکسون و ترکل،  4/4طرحوارۀ 

 آمده است: (84( و )88)

(88) 
1 1 1

1 1F F
j j j j jD D F F F

x
  

 
     

2 1 5 2
3 3 6 3 6

 

(84) 
1 1 1

1B B
j j j j jD D F F F

x
  

 
     

2 1 1 2 5
3 3 6 3 6

 

حاکم باشد،  یاردورهیغ، شرایط مرزی یامسئلهاگر در 

شرایط مرزی برای مرزهای راست و چپ مربوط به 

 خواهدبود: (83تا  81)مطابق روابط  BDو  FDعملگرهای 

(81) 1 1 2

3 4 5

FD F F
x

F F F

    
           

     
             

1 19 37
9 9

19 13 5
6 9 18
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3 4

F
m m m m

m m

D F F F
x

F F

 

 

     
             

   
         

1 37 35 17
18 9 6

11 2
9 9
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3 4 5

BD F F
x

F F F

    
           

     
             

1 37 35
18 9

17 11 2
6 9 9

 

(83) 1 2

3 4

B
m m m m

m m

D F F F
x

F F

 

 

     
             

   
         

1 19 37 19
9 9 6

13 5
9 18

 

 

 نتايج و بحث .3

تبۀ مرفشردۀ  کورمکمکبتوانیم دقت روش  کهآنبرای 

، در حل عددی معادلات خطی و غیرخطی را بررسی چهارم

برای حل عددی معادلات  هاروشکنیم، ابتدا از این 

 کهدیم کراستفاده  یبعدکیو برگرز  یبعدکیفرارفت 

 کهنیاباتوجه به  .ندهستاین معادلات دارای حل تحلیلی 

است  عمقکمموضوع این مقاله، حل عددی معادلات آب 

 مانند فرارفت و برگرز، نتایج حل معادلات دیگراز آوردن 

لۀ معاد. فقط برخی از نتایج حل شودیمدر اینجا خودداری 

ا توجه ب .استشدهدر پیوست الف آورده  یبعدکی فرارفت

ت شکل پایستار معادلاکار،  ۀدر ادام ،آمدهدستبهبه نتایج 

 عددی چهار روشدوبعدی با استفاده از  عمقکمآب 

با پیمایش زمانی اصلی،  مرتبۀ دوم کورمکمک

با پیمایش  5/4 ۀطرحوار فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

 ۀطرحوار فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکزمانی اصلی، 

فشردۀ مرتبۀ  کورمکمکو  RK4با پیمایش زمانی  5/4

و  شوندیمحل  RK4با پیمایش زمانی  4/4 ۀطرحوار چهارم

از کار سایر محققان،  آمدهدستبهبا نتایج ها آن نتایج

 .شوندیممقایسه 

با  مرتبۀ دوم کورمکمک، روش حاضر ۀمقالادامۀ در 

 یهاروش، و MC2پیمایش زمانی اصلی با نماد 

با  5/4 ۀوارطرح فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

و روش  RK4کوتای -زمانی اصلی و رونگ یهاشیمایپ

با پیمایش  4/4 ۀوارطرح فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

-CMC4/2با نمادهای  بیترتبه RK4کوتای -زمانی رونگ

original ،CMC4/2-RK4  وCMC4/4-RK4  دادهنمایش 

عمق جزئیات حل عددی معادلات آب کم .اندشده

های مذکور توسط میرزائی بعدی با استفاده از روشیک

ج نتایارائۀ در ادامه  بنابرایناست. ( ارائه شده1878شیری )

عمق دوبعدی اختصاص حل عددی به معادلات آب کم

 است.داده شده
 

)آزمون  یدوبعد عمقکمحل عددی معادلات آب . 1. 3

 موردی اول(

( معرفی 1797در این آزمون که توسط ناون و ریفاگن )

ابطه رشده است، شرایط اولیه برای میدان ارتفاع، به صورت 

 :شودیمبیان  (87)
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, tanh
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 (40رابطه )به صورت  2Hو  0H ،1H یهاثابتکه در آن 

 :اندشدهتعریف 

(40) 
0 1 2, ,H m H m H m  2000 220 133 

میدان سرعت، از تقریب  یالنهارنصفمداری و  یهامؤلفه

 :ندیآیم دستبه (41رابطه )زمینگرد، به صورت 

(41) ,
g h g h

u v
f y f x

 
  

 
 

Lشکل، به طول مستطیلناحیۀ این معادلات در یک  km 6000 

Dو عرض  km که شتاب گرانی برابر  شوندیمحل  4400
m

g
S

 فحۀ صو برای پارامتر کوریولیس، از تقریب  است 210

  شودیماستفاده  (45رابطه )به صورت: 

(45) 
0

D
f f y

 
    2

 

 (48رابطه )به صورت  و  0f یهاثابتکه مقادیر مربوط به 

 است:

(48) 0 ,f s m s      4 1 11 1 110 1/ 5 10 

سرعت در مرزهای شمالی و  یالنهارنصفمؤلفۀ همچنین 

 زیر، همواره برابر صفر فرض شده است.رابطۀ جنوبی مطابق 

(44)    , , , ,v x t v x D t 0 0 

در حل عددی این معادلات، شرایط مرزی حاکم بر 

است و شرایط  یادورهمرزهای شرقی و غربی، شرایط مرزی 

. برای باشدیم یاردورهیغمرزی در مرزهای شمالی و جنوبی 

 یابیانیمو ارتفاع، در این مرزها از یک سرعت مداری مؤلفۀ 

ین در حل ا. شودیمخطی از یک تراز زمانی پیشین استفاده 

 مساوی، یالنهارنصفمداری و  یاشبکهمعادلات، از فواصل 

کیلومتر استفاده شده است. همچنین هر  500و  100، 10برابر با 

گام زمانی برای هرکدام از این فواصل، برای حفظ پایداری 

ثانیه در نظر گرفته شده  10و  80، 11برابر  بیترتبه هاروشهمۀ 

برای غلبه بر خطای دگرنامیدن حاصل از جملات  است.

ۀ رابطپخش عددی مطابق جملۀ غیرخطی در این مثال، یک 

رابطۀ در  شدهداده عمقکمزیر، به سمت راست معادلات آب 

 :میکنیماضافه  (5)

(41) f
t x y


  

    
  

Q R S
W Q

2 

پخش عددی در هر روش، باید جملۀ این  یسازگسستهبرای 

برای آن روش یا یک روش  شدهفیتعراز مشتق دوم مکانی 

مقدار ثابتی است  با آن روش استفاده شود. ضریب  مرتبههم

. همچنین در دیآیم دستبهکه با آزمایش عددی 

در هر  Qی برداراین جمله، برای مقدار تابع  یسازگسسته

 .استشدهمقدار آن در تراز زمانی قبلی جاگذاری  مرحله،

 عمقکمنتایج حاصل از حل عددی معادلات آب 

 ۀدوبعدی، با استفاده از شرایط اولیه و مرزی ذکرشده و با فاصل

برابر  ثانیه و با ضریب  80کیلومتر و گام زمانی  100 یاشبکه

 51/ 5  یهاروشپخش عددی، با استفاده از جملۀ در 10

 رمککومکبا پیمایش زمانی اصلی،  مرتبۀ دوم کورمکمک

و  RK4زمانی اصلی و  یهاشیمایپبا  5/4 فشردۀ مرتبۀ چهارم

 RK4با پیمایش زمانی  4/4 فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

نتایج حاصل از حل عددی این معادلات، با استفاده از روش و 

برای ( 1797ضمنی، توسط ناون و ریفاگن ) فشردۀ مرتبۀ چهارم

t یهازماندر  میدان ارتفاع، h tو  48 h در ، بیترتبه 72

آمده است. همچنین، شرایط اولیه، برای میدان  5و  1 یهاشکل

  .استشدهدادهنشان  الف-1ارتفاع، در شکل 

مختلف  یهاروشتوانایی  یخوببه هاشکلاین 

دوبعدی را نشان  عمقکمدر حل معادلات آب  ،کورمکمک

تا  1300بین  رتفاع، پربندهای میدان اهاشکلاین در . دهندیم

از . استشدهدادهمتر نشان  10متر، با فاصله بین پربندی  5500

 یاهروشکه  شودیممشخص  باهمدیگر هاشکلاین  ۀمقایس

یزان ی از ممتفاوتئیات جز ،فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

 دوم مرتبۀ کورمکمکروش  در مقایسه با ،را انحنای پربندها

 در هر حال، .استدادهذکرشده، نمایش  ینیبشیپ یهازماندر 

قضاوتی از برتری یک روش به روش  توانینم با این مقایسه

 .دیگر داشت

های بررسی دقت یک روش عددی، در یکی از راه

ی و حل معادلات مختلف، محاسبه و بررسی مقدار سازگسسته
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جرم و ...  ،ی پایستار مانند انرژی، انستروفیهاتیکمتغییرات 

است. در این آزمون نیز، این بررسی در مورد انرژی کل و 

 بیترتهبانستروفی صورت گرفته است. انرژی کل و انستروفی 

 :ندیآیم دستبه (49( و )41)ی هارابطهاز 

(41)  
L D

E u v gh hdydx   
2 2

0 0

1
2

 

(49) 
L D

aZ dydx
h

 
  

 
 

2

0 0

 

تاوایی مطلق است که به صورت  بیانگر aدر این رابطه 

 :دیآیم دستبه (43رابطه )

(43) 
a

v u
f f

x y
 

 
    

 
 

ص ی پایستار مشخهاتیکممقدار تغییرات این  آنکهبرای 

ا ر هاتیکمی مقدار این ریگانتگرالشود، در هر مرحله از 

و درصد تغییرات هر کمیت را با استفاده از  میکنیممحاسبه 

 :میآوریم دستبه (47)رابطۀ 

(47)    
 

c t c

c



 

0
100

0
 

در این رابطه  c t  بیانگر مقدار کمیت پایستار، در زمانt 
و  c بیانگر مقدار آن در زمان صفر است. نمودارهای  0

مربوط به تغییرات درصد تغییرات انرژی و انستروفی بر حسب 

ی هاروشزمان، در حل عددی این آزمون، با استفاده از 

 آمده است. 8 شکلدر  شدهگفتهعددی 

 

 
 شرایط اولیه (الف)

 
 MC2 (ب)

 
 CMC4/2-original (پ)

 
 CMC4/2-RK4 (ت)

 
 CMC4/4-RK4 (ث)

 
 (1191روش فشردۀ مرتبۀ چهارم ضمنی )ناون و ریفاگن،  (ج)

ی عددی مختلف هاروش دوبعدی برای میدان ارتفاع با استفاده از عمقکمپاسخ حل عددی معادلات آب  (ث)تا  (ب)شرایط اولیۀ میدان ارتفاع،  (الف) .1شکل

ساعت. 84( پس از 1191فشردۀ مرتبۀ چهارم ضمنی )ناون و ریفاگن،  روش (ج)و  کورمکمک
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 MC2 (الف)

 
 CMC4/2-original (ب)

 
 CMC4/2-RK4 (پ)

 
 CMC4/4-RK4 (ت)

 
 (1191ضمنی )ناون و ریفاگن،  فشردۀ مرتبۀ چهارمروش  (ث)

فشردۀ روش  (ث)و  کورمکمکمختلف عددی  یهاروشرتفاع با استفاده از دوبعدی برای میدان ا عمقکمپاسخ حل عددی معادلات آب  (ت)تا  (الف) .2شکل

 ساعت. 92( پس از 1191، ضمنی )ناون و ریفاگن مرتبۀ چهارم

 

فشردۀ  یهاروشبرتری  وضوحبهالف  -8در شکل 

در حفظ پایستاری انرژی کل، در مقایسه با  مرتبۀ چهارم

، اما در قسمت ب مربوط به شودیمدیده  مرتبۀ دومروش 

هتر از ب مرتبۀ دومپایستاری انستروفی در روش  ،این شکل

است. دلیل این امر این است که  مرتبۀ چهارم یهاروش

 یهاروشدر  کاررفتهبهمقادیر ضریب پخش عددی 

این موضوع،  دادننشانمختلف باهم متفاوت است. برای 

 یهاروشدر  کاررفتهبهمقادیر ضریب پخش عددی 

و دوباره نمودارها را رسم  میریگیممختلف را باهم یکسان 

 .است شده دادهنمایش  4که نتیجه در شکل  میکنیم

ی )آزمون دوبعد عمقکمحل عددی معادلات آب . 9. 3

 موردی دوم(

توسط  شدهارائهبه عنوان آزمون موردی دوم از آزمون 

. جزئیات میکنیم( استفاده 1777دریچل و همکاران )

مربوط به شرایط اولیۀ این آزمون توسط دریچل و همکاران 

( تشریح شده است. در این آزمون موردی معادلات 1777)

دوبعدی در یک ناحیۀ مربع شکل در  عمقکمآب 

با ابعاد مختصات دکارتی    , ,       که شرایط

ی آن النهارنصف راستای مداری وی در هر دو ادورهمرزی 

 .شوندیمحاکم است، حل 
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 تغییرات درصد انرژی کل (الف)

 
 تغییرات درصد انستروفی (ب)

مختلف  یهاروشدوبعدی با استفاده از  عمقکمانستروفی در حل عددی معادلات آب  (ب)درصد تغییرات انرژی کل و  (الف) ؛نمودارهای تحول زمانی .3شکل 

 .و با ضرایب پخش عددی مناسب هر روش کورمکمک

 

 
 تغییرات درصد انرژی کل (الف)

 
 تغییرات درصد انستروفی (ب)

مختلف  یهاروشدوبعدی با استفاده از  عمقکمانستروفی در حل عددی معادلات آب  (ب)درصد تغییرات انرژی کل و  (الف) ؛نمودارهای تحول زمانی .4شکل 

 .و با ضرایب پخش عددی یکسان کورمکمک
 

اولیه برای  یهادادهبا توجه به اینکه در آزمون فوق، 

ر ، واگرایی و تاوایی دبعدشدهیبمقادیر مربوط به ارتفاع 

ا به ر هادادهدسترس هستند، برای کار حاضر نیاز است تا 

یم. تبدیل کن یالنهارنصفارتفاع، سرعت مداری و سرعت 

زیر برای هر یک از نقاط شبکه  ۀابتدا ارتفاع را از رابط

 :میکنیممحاسبه 

(10)  h H h  1 

 در آزمون شدهفیتعر ۀبعدشدیبفاع تار hدر این رابطه،

دارای مقدار ثابت برابر یک  ارتفاع حالت پایه Hفوق،

. همچنین در ادامه باید از حل باشدیمنیز ارتفاع  واحد و

پواسون زیر تابع جریان و پتانسیل سرعت  ۀعددی دو معادل

 :میآوردستبهرا 

(11)  22  , 

 ۀدهندنشان بیترتبه و   ، ،در این رابطه، 

هستند.  عتسرلیپتانسو  انیجرتابع، واگرایی، ینسبییتاوا

 میتوانیم، سرعتلیپتانسو  انیجرتابع آمدندستبهپس از 

مداری و  یهاسرعت، مقادیر (15)از حل عددی روابط 

 را محاسبه کنیم:  یالنهارنصف
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(15) ,u v
x y x y

      
   
   

 

مورد نیاز برای حل عددی معادلات  ۀاولی بنابراین، اطلاعات

 گونه که قبلاا را در اختیار داریم. همان 5رابطۀ در  شدهداده

اشاره شد، شرایط مرزی حاکم بر مرزهای غربی و شرقی و 

. است یادورهطور مرزهای شمالی و جنوبی، شرایط همین

مقادیر مربوط به پارامتر کوریولیس و شتاب گرانی نیز از 

 (:1777 ،)دریچل و همکاران ندیآیم دستبه (18)روابط 

(18) ,f g   24 4 

این معادلات با این شرایط اولیه و مرزی ذکرشده، با تعداد 

به  511×511و  153×153، 14×14متفاوت  یاشبکهنقاط 

روز  0001/0 و 0001/0، 0051/0زمانی  یهاگامترتیب با 

حل شده است که در ادامه نتایج آن آمده است. علت 

 ۀزمانی، حفظ پایداری هم یهاگامانتخاب این 

برای مهار ناپایداری هایی که یکی از روش. ستهاروش

 ،دشومبنا استفاده میهای شبکهدر روش غیرخطی

این . است یعددفراپخش پخش یا یک عبارتکارگیری به

 صورتبه عبارت 
n

  Q
 5رابطۀ سمت راست  به2

. (1777دریچل و همکاران، عنوان مثال به) شودیماضافه 

 بیترتبه 8و  5، 1 برابرnمقادیر  یازابهاین جمله 

Harmonic ،Biharmonic و Triharmonic  شودیمنامیده 

برای مهار  Harmonic صورتبهاستفاده از پخش  که

ریز برای بخش ناواگرای  یهااسیمقدگرنامی و آبشار به 

 nشارش، چندان متداول نیست و معمولاا از فراپخش با 

 دستهببا توجه به نتایجی که  .شودیماستفاده  8یا  5برابر 

 .استشدهاستفاده  Triharmonicآمد در اینجا از فراپخش 

 :شوندیم نوشته (14)رابطه این معادلات به شکل برداری 

(14) 
max ,

max

;

; ;
g

x y

f
t x y

nCHZ fh
k Z Max

hk






  
    

  

 
  

Q R S
W Q
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، تعداد نقاط شبکه در راستای هر یک از gnبالا، رابطۀ در 

نیز برابر عدد یک  Hو مقدار  باشدیممحورهای مختصات 

، نیز یک مقدار ثابت است که با C. ضریب ثابت است

 یهاروشدر مورد  و دیآیم دستبهآزمایش عددی 

 ۀبرای هم 51/0، برابر فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

در نظر گرفته شده است. در مورد روش  یاشبکه یهافاصله

مقادیر این ضریب برای تعداد نقاط  مرتبۀ دوم کورمکمک

 153×153شبکۀ ، برای تعداد نقاط 50برابر  14×14شبکۀ 

فرض  3برابر  511×511 ۀشبکو برای تعداد نقاط  10برابر 

 شده است.

 عمقکمنتایج حاصل از حل عددی معادلات آب 

دوبعدی، با استفاده از شرایط اولیه و مرزی گفته شده در 

، با 511×511ی اشبکهآزمون موردی دوم و با تعداد نقاط 

با  4/4فشردۀ مرتبۀ چهارم  کورمکمکاستفاده از روش 

نمونه، برای تحول زمانی  عنوانبه RK4پیمایش زمانی 

در  بیترتهب ی،لیپتانسییتاواشده و بعدیبی ارتفاع هادانیم

مقدار تاوایی پتانسیلی نیز از آمده است.  1و  1ی هاشکل

 :دیآیمبه دست  (11)رابطۀ 

(11) f
PV

h

 
 

 .دهدیمتاوایی پتانسیلی را نشان PV در این رابطه،

ه ک د، ابتدا خطوط ارتفاع با هم موازی هستن1در شکل 

که دو  شودیمبا گذشت زمان، تا پایان روز دهم، ملاحظه 

اثر  ی منفی درپربندهای مثبت و دو تاوه از پربندهاتاوه از 

ناپایداری فشارورد )با  
0

PV

y





و  شودیمایجاد  (

، به دو ی مثبتهاتاوهکه یکی از این  ابدییمرشد  جیتدربه

که در ابتدا،  دهدیمنیز نشان  1. شکل شودیمقسمت تقسیم 

سه  رفتهرفتهخطوط تاوایی پتانسیلی، باهم موازی هستند و 

تاوه در امتداد مداری در روز دوم تشکیل یافته است که دو 

ترند. با گذشت زمان، تاوۀ نزدیک همبهتاوۀ سمت راست 

، رشد xجایی اندک در راستای محور سمت چپ با جابه

ایی جۀ سمت راستی نیز همزمان با رشد، جابهکرده و دو تاو

 نیز دارند. yدر راستای محور 
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   )الف( 

)ب( 

  
)پ( 

  
)ت( 

  
)ث( 

  
)ج( 

روز  12 (ج)و  4 (ث) ،6 (ت) ،8 (پ) ،2 (ب) ،صفر (الف) یهازماندر  بعدشدهیبارتفاع تحول زمانی دوبعدی برای  عمقکمحل عددی معادلات آب  .5شکل 

در این شکل  .256×256 ۀدر شبک RK4با پیمایش زمانی  8/8 ۀ، طرحوارفشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکبا استفاده از روش  یریگانتگرالپس از شروع 

 است. 25/2بین پربندها  ۀو فاصل اندشدهمشخص  نیچنقطهپربندهای منفی با 
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)ب()الف(

)ت()پ(

)ج()ث(

روز پس  12 (ج)و  4 (ث) ،6 (ت) ،8 (پ) ،2 (ب) ،صفر (الف) یهازماندر  یلیپتانسییتاواتحول زمانی دوبعدی برای  عمقکمحل عددی معادلات آب . 6شکل 

 .256×256در شبکه  RK4با پیمایش زمانی  8/8 ۀ، طرحوارمرتبۀ چهارمفشردۀ  کورمکمکبا استفاده از روش  یریگانتگرالاز شروع 
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سیلی از شده و تاوایی پتان بعدیبنتایج مربوط به ارتفاع 

دوبعدی در این آزمون  عمقکمحل عددی معادلات آب 

روز از زمان  10نیز پس از  511×511موردی، برای شبکۀ 

 کورمکمکی عددی هاروشی با استفاده از ریگانتگرال

 5/4و فشردۀ مرتبۀ چهارم  با پیمایش زمانی اصلی مرتبۀ دوم

فشردۀ مرتبۀ چهارم و  RK4ی زمانی اصلی و هاشیمایپبا 

ر ، دبیترتبهی اسهیمقابه طور  RK4با پیمایش زمانی  4/4

آمده است. از مقایسۀ کیفی این نتایج نیز  3و  9ی هاشکل

 ی فشردۀ مرتبۀهاروشوجود تفاوت بین نتایج حاصل از 

 .شودیم دهیدچهارم و نتایج حاصل از روش مرتبۀ دوم 

 

  
)الف( 

  
)ب( 

  
)پ( 

  
)ت( 

-CMC4/4 (پ) ،MC2 (ب)، CMC4/2-original (الف) یهاروش شده، با استفاده ازبعدیبدوبعدی برای ارتفاع  عمقکمحل عددی معادلات آب  .7شکل 

RK4  (ت)و CMC4/2-RK4 ، بین پربندها  ۀو فاصل اندشدهمشخص  نیچنقطه. در این شکل پربندهای منفی با 256×256 ۀروز در شبک 12پس از

 .است 25/2
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 )الف( 

  
)ب( 

  
)پ( 

  
)ت( 

-CMC4/4 (پ)، MC2( ب)، CMC4/2-original (الف)ی هاروشدوبعدی برای تاوایی پتانسیلی، با استفاده از  عمقکمحل عددی معادلات آب  .8شکل 

RK4 :ت ،CMC4/2-RK4  256×256روز در شبکۀ  12پس از. 

 

 عددی یهاروشبرای تحلیل و بررسی بیشتر دقت 

استفاده شده در مورد این آزمون، از پایستاری کمیت جرم 

استفاده شده است. مقدار جرم در مورد معادلات آب 

 ۀبودن چگالی، از رابطدوبعدی، با توجه به ثابت عمقکم

 :دیآیم دستبه (11)

(11) 
L D

m hdydx  
0 0

 

 عددی، معمولاا  یهاروشبرای بررسی پایستاری جرم در 

شده با عدبیبیک کمیت  ۀمقدار خطا را با استفاده از محاسب

. این کمیت، توسط کنندیممشخص  عنوان خطای جرم

( تعریف شده است. در این 1777دریچل و همکاران )

 ۀآزمون، میدان تاوایی پتانسیلی در ناحی
jR  برای

 ,...,j N N  .داده شده است 

تفاضل بین  یهامربعاز مجموع  tخطای جرم، در زمان 

 jm t  و jm jغیر از  jنقاط  ۀبرای هم 0  0 

 که در نهایت بر مساحت کل ناحیه و مقدار شودیممحاسبه 

H   دیآیم دستبه (19) ۀو از رابط شودیمتقسیم:
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(19)      
1 1

j j

j

t m t m
NH




 
 

    
  



1
22

2 0
24

 

مقادیر خطای جرم در حل عددی این آزمون، برای 

 یهازمانمختلف بر حسب تعداد نقاط شبکه، در  یهاروش

t days tو  5 days آن  ۀروز 10و مقادیر تحول زمانی  10

البته  ؛آمده است 7 شکلدر  511و  153 یهاکیتفکبرای 

، مقادیر خطای جرم مربوط به حل عددی هاشکلدر این 

( با 5007این آزمون موردی، توسط قادر و همکاران )

مرکزی  فشردۀ مرتبۀ چهارماستفاده از دو روش عددی 

(4th-Compact و )واریفیط (PS برای مقایسه، آمده ،)

 یهاروشکه  دهدیمنشان  7است. بررسی شکل 

با  4/4 ۀطرحوار ژهیوبه فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک

روش  در مقایسه باپایستاری جرم را  RK4پیمایش زمانی 

برتری نسبی  7البته شکل  ؛اندکردهبیشتر حفظ  مرتبۀ دوم

 سه بارا نیز در مقای مرکزی فشردۀ مرتبۀ چهارمروش 

در حفظ  فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک یهاروش

در حل عددی این آزمون  .دهدیمپایستاری جرم نشان 

فراپخش عددی، با افزایش آن در  ۀموردی، اثر ضریب جمل

با  5/4 فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک یهاروش

برابر مقدار  تا حدود صد RK4زمانی اصلی و  یهاشیمایپ

 .شدبررسی  511×511 ۀآن در شبک
 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 
 )ت(

dayst (الف)عددی مختلف، بر حسب تعداد نقاط شبکه برای  یهاروشنتایج مربوط به خطای جرم در  .9شکل  5 10 (ب) وt days12تحول زمانی  ؛ 

 256×256 (ت)و  124×124 (پ) یهاشبکهعددی مختلف در  یهاروشروزه خطای جرم، برای 
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فشردۀ  کورمکمکی هاروشتحول زمانی خطای جرم، برای  .11شکل 

، با ضرایب RK4ی زمانی اصلی و هاشیمایپبا  2/8مرتبۀ چهارم 

 پخش متفاوت.
 

ر نیز د هاروشبرای این  شدهمحاسبه نتایج خطای جرم

و تحول زمانی خطای  5روز، در جدول  10و  1ی هازمان

 آورده شده است. 10در شکل  هاروشجرم برای این 

ی حل عددی، هابرنامهدر حل عددی، زمان اجرای 

مان ی، تا زسازهیشباهمیت زیادی دارد، زیرا نتایج حاصل از 

 یهابرنامهمفید باشد. مدت زمان اجرای  تواندیممعینی 

مورد بررسی، با شرایط  کورمکمکی مختلف هاروش

یکسان، یک بار با گام زمانی یکسان )در این گام زمانی همۀ 

اسباتی روش پایدارند و با آستانۀ پایداری مح هاروش

CMC4/4-RK4 )و یک بار  هاروشبرای همه  منطبق است

دیگر با گام زمانی در آستانۀ پایداری محاسباتی هر روش، 

و در هر دو حالت، مقدار  اندشدهی ریگاندازهدقت به

 ها بر مدت زمانها با استفاده از تقسیم آنشدۀ آنبعدیب

مرتبۀ دوم با پیمایش  کورمکمکاجرای برنامه روش 

زمانی اصلی و با گام زمانی در آستانۀ پایداری این روش، 

که زمان  دهدیمآمده است. این جدول نشان  8در جدول 

ی فشردۀ مرتبۀ هاروشاجرای حل عددی با استفاده از 

چهارم چندبرابر بیشتر از زمان لازم با استفاده از روش مرتبۀ 

 هاروشایان توجه دقت این دوم است که با وجود افزایش ش

 سدریم نظربهمرتبۀ دوم،  کورمکمکدر مقایسه با روش 

 ی معقول باشد.نیبشیپاین زمان برای 

 

در  256×256 ۀدر شبک RK4زمانی اصلی و  یهاشیمایپبا  2/8 فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک یهاروش، برای (ɛخطای جرم )نتایج مربوط به  .2جدول 

 .ضرایب پخش متفاوت یازابه روز 12و  5 یهازمان

dayst ضریب پخش عددی روش 5 dayst 10 

CMC4/2-original 25 -3102.946446 -3109.813647 

CMC4/2-original 0/ 25 -3102.499550 -3108.932618 

CMC4/2-RK4 25 -3102.668483 -3109.283191 

CMC4/2-RK4 0/ 25 -3102.495118 -3108.968169 

 
 .شدهاعمال کورمکمک یهاروشموردی دوم با شرایط یکسان، با استفاده از  آزمونحل عددی  ۀاجرای برنام ۀشدبعدیبمدت زمان  .3جدول 

 مدت زمان اجرای برنامه روش

 پایداری ۀگام زمانی آستان گام زمانی یکسان

MC2 11/1 1 
CMC4/2-original 54/6 11/8 

CMC4/2-RK4 23/1 51/8 
CMC4/4-RK4 55/4 55/4 

 

time (days)
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0.008
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CMC4/2-original, dif.co.=0.25

CMC4/2-RK4, dif.co.=0.25
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 یريگجهينت .2

کار حاضر به حل عددی شکل پایستار معادلات آب 

فشردۀ مرتبۀ  کورمکمکبا استفاده از روش  عمقکم

اختصاص داشت. پس از حل عددی معادلات  چهارم

ه یک و دوبعدی با استفاد عمقکمو آب  یبعدکیفرارفت 

 ،فشردۀ مرتبۀ چهارمو  مرتبۀ دوم کورمکمک یهاروشاز 

 یهاپاسخکوتا، -زمانی اصلی و رونگ یهاشیمایپبا 

 کورمکمک یهاروشبیانگر آن است که  آمدهدستبه

 کورمکمکروش  ازتری دقیق یهاجواب، مرتبۀ چهارم

فشردۀ  کورمکمک یهاروشدارند. در مورد  مرتبۀ دوم

 5/4 ۀبا پیمایش زمانی اصلی نیز طرحوار مرتبۀ چهارم

دارد. اما در مورد  4/4 ۀطرحوار در مقایسه باعملکرد بهتری 

 4/4 ۀکوتا، طرحوار-با پیمایش زمانی رونگ هاروشهمین 

 ۀهم ۀدارد. در مقایس 5/4 ۀطرحواراز عملکرد بهتری 

 با 4/4 فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمک، روش هاروش

 یهاروشسایر  ازتری دقیق یهاپاسخ RK4پیمایش زمانی 

پایداری  ۀ. اما محدوددهدیمشده در کار حاضر اعمال

 در مقایسه با 4/4 فشردۀ مرتبۀ چهارم کورمکمکروش 

(. در این 5000 ،کمتر است )هیکسون و ترکل هاروش ۀبقی

دوبعدی، از  عمقکممقاله، برای حل عددی معادلات آب 

دو آزمون موردی استفاده شد. حل عددی آزمون موردی 

 کورمکمکروش که  دهدیمدوم این معادلات نشان 

با تفکیک  RK4با پیمایش زمانی  4/4 فشردۀ مرتبۀ چهارم

در مورد و  دنکیمقابل قبولی ارائه  یهاپاسخکمتر نیز  ۀشبک

ر د هاپاسخمورد بررسی در این کار، دقت  یهاروش ۀبقی

نشان  توجهی شایان، افت ترنییپابا تفکیک  یاشبکه

 پخش ۀاین است که ضریب جمل . از دیگر نتایجدهدیم

و باید با دقت و با آزمایش رد عددی، اهمیت زیادی دا

حاصل شود.  یترقیدق یهاجوابعددی انتخاب شود تا 

ۀ فشرد کورمکمک یهاروشد که کرهمچنین باید اشاره 

توانمندی در حل عددی معادلات  یهاروش، چهارممرتبۀ 

 آمدهدستبهو با توجه به نتایج  ندهست عمقکمآب 

در حل عددی معادلات دیگر نیز مورد آزمایش  توانندیم

مان به ز توانیمآمده، دستبهقرار گیرند. از دیگر نتایج 

فشردۀ  کورمکمک یهاروشمربوط به  یهابرنامهاجرای 

ل افزایش قاب با وجودد که کردر رایانه اشاره  مرتبۀ چهارم

 کورمکمکروش  در مقایسه با هاروشتوجه دقت این 

از زمان معقولی برای  هابرنامه، اجرای این مرتبۀ دوم

 برخوردارند. یسازهیشب

 

 یبعدكي معادلة فرارفتپيوست الف. حل عددی 

را در نظر  (1-رابطه )الفبه صورت  یبعدکی معادلۀ فرارفت

 :میریگیم

u (1-)الف u
c

t x

 
 

 
0 

حل تحلیلی این معادله، جواب زیر را در پی خواهد  میدانیم

 :داشت

 (5-)الف ik x ct
u Ae


 

را با نماد  uمقدار  0tاگر در لحظه 
0u :نشان دهیم، یعنی 

 (8-)الف   0 , ikxu x u x t Ae  0 

 ۀدر هر لحظ uکاملاا معلوم است که مقدار  صورتنیادر 

t،  برابر
0u  در مکانctx بود. یعنی جواب  خواهد

 :باشدیمزیر  صورتبه( 1-الف) ۀتحلیلی معادل

 (4-)الف   0,u x t u x ct  

عددی  حل مختلف یهاروشمقدار خطا در  ۀبرای محاسب

قدرمطلق، مربعی و  یهانرُم( از 1-الف) ۀروی معادل افتهیانجام

 :میکنیم، استفاده شوندیمنهایت که به صورت زیر تعریف بی

 (1-)الف
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، تعداد نقاط شبکه و mکه در آن 
iu،  مقدار دقیق تابع

روی شبکه و  i ۀ)حاصل از روش حل تحلیلی( در هر نقط
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iu~،  از روش حل عددی مورد استفاده،  آمدهدستبهمقدار

 .باشدیم i ۀدر هر نقط
1l ، آمدهدستبهمقدار خطای کل 

با استفاده از نرم قدرمطلق، 
2l ، مقدار خطای کل

 با استفاده از نرم مربعی و آمدهدستبه
l ، مقدار خطای کل

ک از . هریباشدیمنهایت با استفاده از نرم بی آمدهدستبه

کردن میزان انحراف ، معیاری برای مشخصهانُرماین 

تحلیلی هستند. نرُم  یهاجوابعددی از  یهاپاسخ

قدرمطلق، نسبت مجموع قدرمطلق خطاهای نسبی به 

دقیق در تمام نقاط شبکه  یهاجوابمجموع قدرمطلق 

عددی از  یهاپاسخ اریمعانحراف. نرُم مربعی، است

دقیق را در نقاط شبکه و نُرم بینهایت نیز نسبت  یهاجواب

ر بین یق دجواب دق ۀقدرمطلق خطای نسبی به بیشین ۀبیشین

  (1-الف) ۀمعادلحل عددی . دهندیمنقاط شبکه را نشان 

فشردۀ مرتبۀ و  مرتبۀ دوم کورمکمک یهاروش، با را

x یادوره ۀدر یک ناحی چهارم  20 با فرض  450
m

c
s

  :میریگیمزیر در نظر  ۀو با شرایط اولی 1

 (1-)الف   0 exp ln
x

u x
   

      

21
2

2 3
 

نمودار تغییرات خطای کل پس از یک ثانیه، با استفاده از 

( 1-ی قدرمطلق، مربع و بینهایت که در رابطۀ )الفهانرم

 بیترتبه، یاشبکه، بر حسب تغییرات فاصلۀ اندشدهمعرفی 

با . است شده دادهنشان  (الف، ب و پ) 1-در شکل الف

ر شدن دیگر دوبراب عبارتبهی، یا اشبکهشدن فاصلۀ نصف

ه س تفکیک شبکه در این سه شکل، مقدار خطای کل با هر

نرم ذکرشده، موازی با خط لگاریتمی با شیب معادل دقت 

 .ابدییممکانی روش کاهش 
 

 

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

مقایسه با  در یاشبکه ۀنرم بینهایت برحسب تغییرات فاصل :نرم مربع و پ (ب)نرم قدرمطلق،  :تغییرات خطای کل الفنمودار لگاریتمی )الف(  .(1-پ)شکل 
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نموداری است که  درواقع، nخط لگاریتمی با شیب 

1 صورتبه، nرابطۀ آن با دوبرابر شدن تفکیک 
n

y 
2

 

 رتصوبهکه این نمودار در شکل لگاریتمی آن  باشدیم

معنی است  آنبهاین موازی بودن،  .شودیمخط راست دیده 

ی عددی مورد بررسی در این تحقیق هاروشکه کارکرد 

 هاست. باید توجهکاملاا درست و مطابق با دقت مکانی آن

داشت که در این مسئله، مقدار گام زمانی، بسیار کوچک 

 برقرار هاکیتفکبرای همۀ  CFLانتخاب شده است تا شرط 

 ودشیمواضح، دیده  طوربهدر ضمن، در هر سه شکل  باشد.

فشردۀ مرتبۀ چهارم، در هر ی هاروشکه خطای کل 

تفکیکی از مقادیر معادل آن در روش مرتبۀ دوم با همان 

 تفکیک کمتر است.

 

ی عدبكي عمقکمی معادلات آب سازگسستهپيوست ب. 

 کورمكمكی هاروشدر 

تفاده ی با اسبعدکی عمقکمی معادلات آب سازگسستهبرای 

مرتبۀ دوم و فشردۀ مرتبۀ چهارم، با  کورمکمکی هاروشاز 

رای را ب پیمایش زمانی اصلی، روابط پیشگو و اصلاحگر،

 :میسینویمبه صورت زیر  8معادلۀ برداری 

 (1-)ب 
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1 * *

n F n
i i i

n n B
i i i i

tD

tD

  

    
 

Q Q R

Q Q Q R
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ول مشتق اگسستۀ شکل  ۀدهندنشان ،Dنماد هارابطهدر این 

بودن روش و بالانویس سوشیپ ،Fو بالانویس است مکانی

B، همچنین بالانویس  .دهدیمبودن آن را نشان  سوپسn

اندیس نقاط روی شبکه را  ،iتراز زمانی و زیرنویس ،

در  ،Qکمیت  مقدار موقتی ،* . بالانویسکندیممشخص 

پیشگو است که در  ۀحاصل از مرحل ،n1تراز زمانی 

 .شودیماصلاحگر، تصحیح  ۀمرحل

 یهاشرواین معادلات با استفاده از  یسازگسستهبرای 

، با فشردۀ مرتبۀ چهارمو  مرتبۀ دوم کورمکمک

را به ترتیب زیر  (8) ۀکوتا، رابط-زمانی رونگ یهاشیمایپ

 :میکنیمگسسته 
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Summary 

Shallow water equations are for modelixy the behavior of a single-layer of fluid with constant 

density, that the hydrostatic approximation applies. These equations for the motion of a dry and 

inviscid atmosphere with constant density include the momentum and the continuity equations. 

In addition, the shallow water equations are often used as a testbed to assess the performance of 

new numerical algorithms. In recent years, the trend toward increasing the accuracy of the 

numerical simulations of the atmospheric and oceanic motions has increased due to the inherent 

complexity in these motions.  In recent researches, the compact schemes have been notable 

because of their remarkable performance in the numerical simulation of fluid flows in other 

branches of fluid dynamics. This work is devoted to the application of the fourth-order compact 

MacCormack scheme to the numerical solution of the conservative form of the two dimensional 

shallow water equations. The compact MacCormack method is formulated in form of a two-

point scheme. Two versions of the fourth-order compact MacCormack scheme have been 

introduced and called as 4/2 and 4/4. The first order spatial derivative operators have implicit 

forms in both schemes (4/2 and 4/4), for one-sided forward and backward operators. The 

MacCormack scheme uses two time-marching methods: The first is the original two-stage 

method and the other one is the Runge-Kutta-type (RK2, RK4 and LDDRK4-6) method. In the 

present work first, we solve a simple linear (advection) equation with an analytical solution, 

using the second-order and the fourth-order compact MacCormack-type schemes (with the 

original and the Runge-Kutta time-marching methods) and compare their global errors. The 

results show that when the fourth-order compact MacCormack schemes with the original time-

marching are used, the 4/2 formulation has better results than the 4/4 formulation, but when 

these schemes use the Runge-Kutta time-marching, the results of the 4/4 formulation are better 

than those in the 4/2 formulation. According to these results and the magnitude of the global 

errors, we used four MacCormack-type methods to solve the shallow water equations. The 

methods are the second-order scheme with the original time-marching, the 4/2 type of fourth 

order compact scheme with both the original and the RK4 time-marching, and the 4/4 type of 

fourth order compact scheme with the RK4 time-marching. In the following, we solved the 

conservative form of the one-dimensional shallow water equations with those four mentioned 

schemes. The results were compared with a test case with known analytical solution. Finally, we 

solved the conservative form of the two-dimensional shallow water equations. To perform the 

simulations two well know test cases are used. To assess the numerical accuracy, we estimated 

conservative quantities such as energy, enstrophy and mass along the simulation process in all 

time steps. The estimated results indicate that the fourth-order compact MacCormack schemes 

retain the conservation of these quantities better than the second-order MacCormack scheme. In 

comparison with the other applied schemes in this work, while the 4/4 formulation with the 

RK4 time-marching shows more accurate results, the numerical stability condition of this 

scheme is less than the other schemes. In the second test case, we point out that the 

computational time of the code for each numerical solution, which utilizes the fourth-order 

compact schemes, is longer than the computational time of the solution using second-order 

scheme; but their implementation is reasonable because their numerical accuracy is higher than 

that of the second-order scheme. 
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